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UNITATEA DE INVATARE 1

STUDIUL DOCUMENTELOR CURRICULARE S$I AL BIBLIOGRAFIEI

‘I Cerinte generale

.

In materiale de sintezd se pune accent pe principiile fundamentale si aplicarea acestora in

realitatea concreta.

Dimensionarea unitatilor de invatare (module/teme) pentru studiul individual de

aproximativ doua-trei ore.

Forma de prezentare a materialelor este structurata in maniera sugestiva, iar continutul

disciplinei este organizat pe baza principiilor:

psiho-pedagogice,
ale logicii si interdependentei principalelor concepte, notiuni stiintifice
gradarii dificultatilor de: intelegere, asimilare, aprofundare, dezvoltare,

particularizare si generalizare

care sa conduca la;

.

D

insusirea sistematica a cunostintelor,

aprofundarea disciplinei,

realizarea deprinderilor si abilitatilor de rationament: logico-matematic,
economico-financiar

dabandirea tehnicilor de analiza si calcul.

Cerinte specifice privind suportul de curs

Proiectate corespunzator obiectivelor din fisa disciplinei

Prezentarea rezultatelor asteptate si a competentelor dobandite

Subdivizarea in module, capitole, lectii si unitati de studiu

Indicarea timpului necesar pentru asimilarea fiecarui modul/unitate de Invatare

Utilizarea rezumatelor, concluziilor, exemplelor/contraexemplelor ilustrative si

aplicatiilor specifice

Teme propuse la fiecare curs

Instructiuni de parcurgere a suportului de curs



Scopul cursului

Obiectivele cursului sunt:

. Explicarea notiunilor specifice algebrei liniare si analizei matematice
o Introducerea in domeniile matematicilor economice

. Exemplificarea metodelor si tehnicilor de calcul si analiza

. Enuntarea principalelor rezultate

. Prezentarea unor exemple si contraexemple clasice

. Analiza economica si evaluarea scenariilor

. Crearea abilitatilor de rationament deductiv

. Realizarea deprinderilor de calcul

De mentionat ca, desi unii termeni stiintifici va sunt complet necunoscuti si, eventual, au
denumiri deosebite, pe parUNITATEA DE INVATAREexpunerii sunt explicati si
exemplificati in situatii economice si contexte concrete, ceeace va permite utilizarea lor in

cadrul altor discipline din planul de invatamant si in activitatea profesionala ulterioara.

Nivelul cursului este astfel gandit pentru a fi utilizat de persoane ca dvs. ce vor lucra in acest
domeniu sau care vor fi potentiali apropiati de acesta.
In acelasi timp poate fi util oricirei persoane ce doreste o intelegere a fenomenelor economice-

financiare.

Structura cursului

Estimativ, durata medie de studiere a cursului va fi de 28 de ore

In mod normal, se considera ci un asemenea curs se poate studia minimum 3 ore pe saptamana,
Aplicatiile si temele propuse se pot realiza, estimativ tot in minimum 3 ore pe saptamana, in
timp ce pentru examen, este necesara inca minimum o saptamana de studiu.

Suportul de curs este structurat in 14 unitati de Invatare.

Structura logica in care este recomandata parcurgerea cursului

Unitatea de invatare Sse poate parcurge atat in intregime, respectdnd ordinea lectiilor, dar si

partial, prin studierea numai a acelei parti pe care o considerati utila.
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Totusi pentru evaluarea finala a studentilor este necesara parcurgerea tuturor lectiilor si

efectuarea exercitiilor practice.

Studiul cursului

Este de dorit sa studiati lectiile pe calculator sau din manual.

Totodata este recomandata realizarea exemplelor solicitate si efectuarea exercitiile practice.
Daca intr-o anumita lectie se regasesc referinte catre alte resurse si materiale tiparite sau in
format electronic, pe Internet, va indicdm sa le parcurgeti.

Fiecare lectie Incepe prin prezentarea cunostintelor, competentelor si abilitatilor pe care le
capatati dupa studierea respectivului material.

Va recomandam sa le cititi la inceput pentru ca va ofera o imagine despre ceea ce invatati si
inca o data la sfarsitul lectiei pentru a va asigura ca atingerea aceste obiective.

La sfarsitul fiecarui capitol beneficiati de exercitii recomandate si teme propuse care va Vor
ajuta sa stabiliti singuri ritmul de invétare i necesitatile proprii de repetare a unor teme.
Pentru a testa cunostintele asimilate UNITATEA DE INVATAREpune la dispozitia
utilizatorului o serie de Intrebari, teste si exercitii practice.

Acestea sunt menite sa autoevalueze asimilarea cunostintele prezentate.

Este util a testa cunostintele doar dupa ce parcurgerea lectiei si dupa epuizarea toturor
autoverificarea solutiei gasite.

Mentionam ca aceste cerinte sunt pentru uzul personal, atata vreme cat raspunsurile si solutiile
determinate sunt individuale.

Am urmarit ca materialele de curs sa fie prezentate sub o forma accesibila de un absolvent de
liceu si bacalaureat, fara a pierde din vedere caracterul stiintific si practic al disciplinei.
Totusi, este inevitabil ca, in functie de pregatirea eterogena si de capacitatile intelectuale ale
fiecaruia, aprecierea gradului de dificultate a unor parti din acest curs sa fie mult diferita.

In cazul in care este necesar un ajutor suplimentar acesta poate fi solicitat cadrelor didactice si
tutorilor de an (de la curs si de la activitatile de seminar).

Pe durata cursului se pot transmite intrebari titularului cursului conf.univ.dr. mat. Janina
Mihaela Mihaila - Universitatea Ecologica din Bucuresti, Bucuresti, Sector 5, bd.Vasile Milea

nr.1G prin e-mail la adresa: janinamihaelamihaila@yahoo.it.

Raspunsurile se primesc in aproximativ trei zile pe e-mail.
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Exercitiile abordate, temele rezolvate si studiul de caz formulat la seminar se realizeaza
indivdual si se prezinta de fiecare student.
Rrezultatele acestei evaluari se comunica de catre cadrul didactic Tn mod direct si nemijlocit

studentilor.

Evaluarea finala

Evaluarea finala consta din aprecierea realizata in timpul semestrului si rezultatele obtinute la
examenul final

Pe timpul semestrului va fi propus un studiu de caz care se va elabora si prezenta individual in
ultimele 3 ore ale seminarului.

Studiul de caz vizeaza o societate comerciala sau firma, pentru care, folosind date fictive, sa se
genereze scenarii si situatii concrete, la care sa se aplice modalitatile si tehnicile si calcul si

analiza sau, minimal, un set de cel putin trei exercitii rezolvate din cele propuse in curs.

Examenul final

Fiind o disciplina cu un deosebit potential aplicativ puteti cdpata abilitatile necesare promovarii
cu succes a examenului final printr-un studiu individual sustinut si constant.

Parcurgénd lectiile pe durata recomandata se pot obtine rezultate foarte bune si de durata.
Examenul final consta dintr-un examen cu cinci exercitii, cate unul din fiecare capitol, in genul
celor continute in curs, fie din cele rezolvate la seminar, fie din cele recomandate spre
rezolvare, cu cerinte gradate pe nivele de dificultate si creativitate.

Tnainte de examen este recomandata cel putin o sdptimana pentru revederea si recapitularea
materialelor studiate si a exercitiilor practice realizate pe parcursul activitatilor didactice si prin
studiu individual.

Totodata este utila reparcurgerea notitelor si insemnarilor luate la seminarii.

Nu 1n ultimul rand se pot purta discutii de studiu cu alfi colegi din grupa sau alte cunostinte
care studiaza sau au studiat aceasta disciplina.

Spor la studiu pentru ca succesul va fi ulterior!




Oportunitati

Prin parcurgerea acestui curs se poate obtine formarea profesionala si initierea in profesii de
specialitate.

De exemplu, temele prezentului curs se constituie adesea in probe de examen pentru ocuparea
unor functii din domeniul economico-financiar, managementul firmei, experti economici si
financiari etc.

Importanta disciplinei rezidd in marea gama de aplicabilitate a metodelor si tehnicilor expuse
in varii domenii de activitate printre care se inscrie si specializarea si domeniul de licenta:
finante-banci si administrarea afacerilor.

Mai este oare necesar a imagina un specialist in aceste domenii prioritare ale economiei fara

cunostinte si abilitati de calcul si analiza?

Instrumente si unelte necesare studiului

Cursantii au la dispozitie si alte instrumente si unelte necesare studiului unde se gasesc si alte
aplicatii foarte utile Tn aprofundarea cunostintelor acumulate:

o bibliografia recomandata

o lucrari complementare

e  suport electronic complet si unitatea de invétare integral pe suport tiparit

e anexa cu alfabetul grec folosit adesea in domeniul matematic

e anexa cu glosar de termeni explicati.



UNITATEA DE INVATARE 2
RECAPITULAREA CONCEPTELOR SI A NOTIUNILOR FUNDAMENTALE

j Obiectivele lectiei
o

e  Prezentarea alfabetului grec folosit in expunerea si prezentarea notiunilor

e  Explicarea termenilor si a simbolurilor specifice disciplinei

Continutul lectiei

1.  Anexal Alfabetul grec
2. Anexa 2 Abrevieri si termeni
3. Tabel de derivate

Anexa 1 Alfabetul grec

Alfabetul grec este o culegere a celor 24 de litere, care este folosit pentru a scrie in limba greaca

de la secolul VIII i.Hr. pana astazi.

Este si primul si cel mai vechi alfabet in sensul ca denoteaza fiecare vocala si fiecare consoana

cu semnul separat.
De la secolul II 1.Hr. literele grecesti se folosesc si pentru a marca numeralele.

Alfabetul grec isi are originile in alfabetul fenician si la baza formarii mai multor alfabete

folosite in Europa si Orientul Mijlociu, inclusiv latin si chirilic.

In afard de functia sa de reprezentare scrisa a limbii greci, literele alfabetului grec sunt folosite

azi ca simboluri in matematica si alte stiinte exacte.



Alfabetul grec

Litera mare Litera mica Transcriere clasica Denumire
A o A Alpha
B B B Béta
r Y g Gamma
A d d Delta
E € e Epsilon
Z C z Dzéta
H n é Eta
0] 0 th Théta
I ! i lota
K K k Kappa
A A | Lambda
M u m Mi
N v n Ni
B & x/ks Xi
0] 0 0 Omicron
IT i p Pi
P p r Rho
x o, G S Sigma
T T t Tau
Y v y Ypsilon
) 0 ph Phi
X X kh Khi
v ] ps Psi
Q ® 0 Oméga
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Literele grecesti sunt folosite deseori in notatia stiintificd, mai ales in algebra si fizica:

e Unghiurile sunt notate cu 0 (theta mic) sau a (alpha mic).

e Litera A (delta mare) este folosit pentru a desemna un interval,dar si pentru a calcula o
ecuatie de gradul al II lea

o Literea ¢ (epsilon mic) este folosita pentru a desemna valorile neglijabile (cantitati
mici).

e Literan (pi mic) este utilizata in matematica pentru a desemna circumferinta unui cerc
cu raza egala cu o unitate (aproximativ 3,1415926536).

o LiteraIl (pi mare) este utilizatd in matematica pentru a desemna un produs de elemente.

e Litera ® (oméga mic) desemneaza in fizica viteza unghiulara.

« LiteraQ (oméga mare) este simbolul pentru o unitate in SI a rezistentei electrice, ohmul.

e Litera p (mu mic) este simbolul pentru prefixul SI micro care reprezinta o milionime
dintr-o unitate.

e Litera p (rho mic) este folositd in matematica pentru a indica curbele polare, si in fizica
pentru densitate.

e Literay (chi mic) este utilizata in fizica pentru a desemna un coeficient de
compresibilitate (termodinamica si unde)

e Litera £ (sigma mare) este utilizatd in matematica pentru a desemna o suma de
elemente.
o Literele grecesti sunt folosite pentru a desemna stelele.

o Diferitele tipuri de radiatie emisa de materialele radioactive sunt notate respectiv a, 3

siy.

Anexa 2 Abrevieri si termeni

Lema - gr. lemma " propozitie luatd ca argument”, propozitie ajutatoare folosita la
g prop g prop 1)

demonstrarea unei teoreme; lemele au fost folosite initial de Euclid (sec.3 i.e.n.).

Teorema - gr. theorema "examinare, cercetare”, denumirea a fost folosita initial de Aristotel.
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In calculul vectorial, nabla este un operator diferential ce opereaza asupra functiilor, reprezentat
prin simbolul* v .
In functie de cum este aplicat operatorul, el poate descrie gradientul (panta), divergenta sau

rotorul.
Matematic, nabla poate fi privit ca o derivata in spatiul multidimensional.
Cand este folosit intr-o singura dimensiune, el ia forma derivatei din analiza matematica.

Ca operator, el opereaza pe campuri vectoriale si cAmpuri scalare care suporta operatii similare

inmultirii.

Ca toti operatorii, acesti operatori similari Tnmultirii nu trebuie sa fie confundati cu Tnmultirea;

n particular, nabla nu comuta.

Tn coordonate carteziene tridimensionale, R® cu coordonatele (x, y, z), nabla se defineste ca

b b k@
Oz 8y+ dz

unde (i, j, k) este baza standard in R®.
Aceasta definitie poate fi generalizata intr-un spatiu euclidian, de dimensiune n R".

Tn sistemul de coordonate carteziene cu coordonatele (X1, X2, ..., xn), nabla este:

unde {Et' 11<1< ﬂ} este baza standard in acest spatiu.

Mai pe scurt, folosind notatia Einstein, nabla se scrie ca V = &0

Nabla poate fi exprimat si in alte sisteme de coordonate, de exemplu in coordonate cilindrice

sau sferice.

! Nabla este un simbol matematic folosit in primul rand ca o conventie de notatie.
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Nabla este folosit drept forma prescurtata de scriere pentru simplificarea multor expresii

matematice lungi.

Cel mai adesea, este folosit pentru a simplifica expresiile pentru gradient, divergenta, rotor,

derivata directionala si Laplacian.
3. Tabel de derivate
Determinarea derivatei este operatia primara in calculul diferential.

Acest tabel contine derivatele celor mai importante functii, precum si reguli de derivare pentru

functii compuse.

In cele ce urmeaza, f si g sunt functii de variabila x, iar ¢ este o constanta.
Functiile sunt presupuse reale de variabila reala.

Aceste formule sunt suficiente pentru a deriva orice functie elementara.

Reguli generale de derivare
(cf) =cf’ (f+9)=f+4 (f-9)=f-4

i)f f'g-fd

(fg) = fa+ fd (9 g (fog) =(fog)d

(f7) = (gf* ) f + (f'Inf)g = f° (f"% +g'In f) , >0

Derivatele functiilor simple
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Derivatele functiilor exponentiale si logaritmice
{ﬂz}f — ﬂz ln ﬂ_., 1 :} [] (ex)u — ex

1

rzlnn

, , 1
(log,, x)" = > 0n#1 (Inx) == ,x >0

Derivatele functiilor trigonometrice

(sin x)' = cos x (cos x)' = —sin X
(taz) 1 9 14 ta? ( y sin ;
or) = =sec = oo secx) = = torsecx
& cos? & cos2 1 8
-1 — COST
ctor) = — = — cscgzr, =—-1—ct 2:1: cser) = — = —ctgxrcsex
(ctgr)’ = = gx (cscx) - g
Derivatele functiilor trigonometrice inverse
(arcsinz)’ = —— (arccasz) = ——
arcsinr) = —— arccosr) = ——
v1— a2 v1—a?
1 ; 1
arctgr) = (arcsecw) = ———
(aretgz) = -3 |z]v/2? —1
(arceter)’ -1 (arccscz)’ = _ 1
arccter) = —— =
5 1+ a2 |z|Va? -1
Derivatele functiilor hiperbolice
d . d .
—sinh & = coshx —coshx = sinhx
dx dx
d tehz h? d ch tehr sech
—t = sech™ = —sech x = —tehrsech x
dx & dx &
~ cteh h? d h teh esch
—ctehar = —esch™ x —cschax = —ctehaxescha
dr 5 dr &
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Derivatele functiilor hiperbolice inverse

d 1
—arcsinhr = ——
dx r? +1
E El-l'Gt-ghi? = m

d
E El.I'GCt-ghI = m
Bibliografie

Manualele de liceu clasa a Xl-a si a Xll-a.
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— arccoshx =

dx

d

— arcsechr =

dx

d
—arceschx =

dr

/1 — 22

—1
|:1:| V14 a?



PARTEA a-ll-a

INTRODUCERE TN ALGEBRA LINIARA

CAPITOLUL I SPATII VECTORIALE

CAPITOLUL 2 FUNCTIONALE PE SPATII VECTORIALE
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UNITATEA DE INVATARE 3
SPATII VECTORIALE

D Obiectivele lectiei
e  Explicarea definitiilor si regulilor de calcul
e  Enuntarea principalelor rezultate legate de spatii vectoriale
e  Prezentarea unor exemple si contraexemple clasice
e  Recunoasterea structurii de spatiu vectorial

. Crearea abilitatilor de rationament deductiv

Continutul lectiei

Introducere

Definitie, terminologie si notatii
Proprietati (reguli de calcul)
Exemple

Exercitii rezolvate

Teme propuse

1.
2.
3.
4.
S.
6.
7.

Introducere

Bibliografie

Forma actuala a definitiei spatiului vectorial se datoreaza intemeietorului aritmeticii
axiomatice, G.Peano? (1888), desi K.Gauss® (1799) folosise implicit notiunea de plan vectorial.

Fondatorul teoriei spatiilor vectoriale rimane insd H.Grassmann” (1844).

Definitie si terminologie
Definitia 1

Fie (K, +, .) un corp nevid (de exemplu, corpul numerelor reale sau complexe, cu 0, si 1,

2 Peano Giuseppe (1858-1932), matematician, logician si lingvist italian

3 Gauss Karl Friedrich (1777-1855), matematician si astronom german, a conceput metoda celor mai mici pitrate,
a demonstrat teorema fundamentala a algebrei, a intemeiat calculul cu numerele complexe, etc.

4 Grassmann Hermann Gunther (1809-1877), matematician si filolog german, a exprimat si

dezvoltat notiunea de spatiu cu n dimensiuni, etc.
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elementul zero si respectiv elementul unitate) si V o multime nevida, inzestrata cu o lege de
compozitie interna ®: VxV— V si o lege de compozitie externa ®: KxV— V astfel incat:
Tripletul (V, ®, ®) se numeste spatiu vectorial peste corpul K daca:
- V este grup abelian in raport cu legea de compozitie internd @ (cu elementul neutru 0 si —X
elementul opus lui xeV);
- legea de compozitie externa satisface cerintele:

1. (0+B)®X =(a®X)B(P®X), Va,peK VxeV;
a®(XBY)=(a®X)D(a®Y),VaeK, VX, yeV;
. (0-B)®X=0®(P®X), Va,peK VXxeV;
1®x£0,vxeV, x£0.

B owoN

5.
Notam V/K, adica V este spatiu vectorial peste corpul K.
Terminologie si notatii
1. Elementele spatiului vectorial V se numesc vectori si se noteaza cu litere latine mici.
2. Elementele lui K se numesc scalari si se noteaza cu litere grecesti mici.
3. Un spatiu vectorial peste R se numeste spatiu vectorial real.
4. Un spatiu vectorial peste C se numeste spatiu vectorial complex.
Proprietati
Propozitie
Intr-un spatiu vectorial, au loc urmatoarele reguli de calcul:
a) a(x-y)=ox-ay,VoeK, VX, yeV;
b) (a-B)x =ax-Bx, Va,peK vVxeV;
C) 0x=0, VxeV;
d) a0=0, VaeK;
e) 1x=x, VxeV;
f) (-Dx=-x, VxeV;
g) ax=0=0=0 sau x=0, Va.eK, VxeV.
Demonstratie:
a) fie aeKsix, yeV. Atunci ax=a(X-y+y)=a(X-y)+ay si adunand -ay (care exista deoarece
aXeV iar (V,+) este grup) Tn ambii membri rezultd aX-oy =a(X-Y).
b) Va, BeK VxeV, ax=ax-Bx+px rezulta ax-px =ax-px de unde, folosind proprietatea a) in

membrul stang, se obtine (o-f)X =ax-PX.

18



¢) Ox=(a-a)X=ax-ax=0, VxeV

d) avem a0=a(x-x)= ax-ax=0, VaeK

e) din proprietatea 4 din definitie rezulta ca 1x=0 implica x=0.

Fie deci 1(x-1x)=1x-(1-1)x=1x-1x=0 deci X-1x=0 adica 1x=x, VxeV
g) fie YaeK si xeV astfel incat ax=0.

Daca a=0 demonstratia este incheiata.

Fie deci a#0. 3Ja'eK=a'(x)=a™*-0=0 iar pe de alti parte

a(ox)=(a™-a)x=1-x = x deci x=0.

Exemple.
1. Spatiul vectorial numeric real R'/R definit prin
n t 1A
R"=RxRx..xR = {(xl,...xn) Ix eR,i=1, n}
nori ,

si inzestrat cu operatiile canonice:

e legea de compozitie interna este adunarea vectorilor

e legea de compozitie externd este inmultirea vectorilor cu scalar real.
Explicit, definim cele doud operatii:
a) dacd x=(x,X,.... %y )€ R" §i y=(y1,Y2,... yn) €R" atunci adunarea vectorilor x +y
se defineste pe componente:

X+Y =0 +Y, X+ Y2, Xy + Y) €R"
b) inmultirea vectorului cu un scalar se defineste prin multimplicarea tuturor
componentelor vectorului cu respectivul scalar:
ax=(ax,axy,...ax,)eR"

Observatie
Egalitatea a doi vectori este definita astfel:

X= (Xl,xz,...,xn) s1y= (yl, yz,...,yn) sunt egali dacd si numai daca x; = Y,, Vi =1,n.

2. Mai general, K'/K inzestrat cu operatiile canonice este spatiu vectorial

K’ :K><K><...><K:{(Xl,...XH)T/Xi eK,izl,_n}

nori

unde K este corpul numerelor reale sau complexe.
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3. Spatiul vectorial al matricelor M., (K)/ K cu m linii §i n coloane cu elemente din corpul
K, unde K=% sau K = C, inzestrat cu operatiile canonice:
e legea de compozitie interna este adunarea matricelor,

e legea de compozitie externa este inmultirea matricelor cu scalar.

4. Spatiul polinoamelor intr-o nedeterminta, cu coeficienti reali de grad cel mult n.

Exercitii rezolvate

1. Spatiul R" = {X=(X,.....Xn )t , X, eR, i= 1,_n} este spatiu vectorial real fata de
adunarea vectorilor si inmultirea cu scalari.
Solutie:
V=R" K=R
@ R"xR" >R
(X,y)—>x®y
X, Y1
Fiexe R, ye R" ox=| © |,y= : cux,,y, eR, Vi=1n
X, Yn
Xty

X®y= : e R"
Xy + Y

®: R"xR" > R"
(0o, X)—>o®X
ax,

Pentru a.eR si xe R" definim a®x= Dolew

ax,

Verificam axiomele din definitia spatiului vectorial.
i) (R",@®) grup abelian
a) Vxye R = x®y e R’

20



X+t Y
: n o A -
Vectorul x®y= : €R  pentru ca are n componente reale (adunand douad numere reale
Xy + Y

obtinem un numar real)

Xl + yl yl + Xl
b) X®y=y®x,V xyeR < S N pEs
X +Y. ) Ly, +x

X, +y; =y, +X, ,V i=1,n (adunarea numerelor reale este comutativa)

C) (X®y)®z=xd(yPz), VXy,z € R "

XY} (Z) [ (x+y)+7
(x®y)dz= : @ b= '
X, +Y, Z, (X, +Y,)+2,
Xy it X+ (y1 + 21)
xoydz)=| 1 |le I |= :
X, Y, +z,) (X, +(y,+2,)

Cei doi vectori sunt egali pentru ca au componentele respectiv egale (adunarea numerelor reale
este asociativa).

d) 3 eeR"astfel incat V xeR" = e®x=xDe = X

e, +x ) [ %
Dine®x=x=>| : |=| @ |oej+x;=x;,Vi=1n <e,=0,vi=1n.
e, +x. ) | X,
0
. . n
Decie=| : |eR
0

e) V xeR " IxeR" astfel incat x®x'=x’®x=e

X+ Xy 0

Din x®x’=e = : =| : <:>xi+x’i:OVi:1,_n @Xi:-x’i,‘v’iZL_n.
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Deci xX’= : eR

i) ® satisface urmatoarele cerinte:

a) (a+B)RXx=(a®X)D(BOX), ¥ ou,p R si V XeR

(a+ B)x
Vectorul (a+p)®x= :
(a + B)x,
ax, PXy ox, + X
Vectorul (a®X)®(B®x)= el P = :

a)(n @(n aXn +18Xn

Cei doi vectori sunt egali deoarece (a+p)x; =ox, +pX;,V i= l_n (inmultirea numerelor reale
este distributiva fata de adunare la stinga si la dreapta).
b) a®XDy) = (A@X)D(A®Y) ¥ aeR si V Xy R

Xty a(xl + Y1)
a®(xdy)=a® |  |= '
X, +Y, a(X,+Y,)

ox oy, ax +ay,
@®X)®@®y)=| : |® : |= :
axn ayn axn + ayn

Dar a(x;+y;)=ox,+ay, , V i= 1_n
0) (af)®Xx=0®(POX),V a.p cRsiVxe R

(af) % 28 a(px)
(ap)ox=| w®Pex)=a® | | |=|
(ap)x, s, ) \a(px,)

Dar (af)x;=a(pBx;), V i= ﬁ (inmultirea numerelor reale este asociativa)
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d) 1®x=x,V xeR "

[EEN
®
x
I
I
J!
x

Cum 1x;=x;, V i= 1,n (elementul neutru la inmultirea numerelor reale este 1).

2.  Sase arate ca R este un spatiu vectorial peste Q, dar Q nu este un spatiu vectorial peste
R, operatiile fiind cele naturale.

Solutie: Prima afirmatie este evidenta pentru ca (R,+) este grup abelian; pentru setul (ii): (1) si

(2) sunt consecinte ale distributivitatii inmulfirii fatd de adunare, (3) este o consecintd a

asociativitagii inmultirii numerelor reale iar (4) este echivalenta cu faptul ca 1 este elementul

neutru pentru inmultire.

Q nu este spatiu vectorial real Intrucat inmultirea nu este lege externa.

Intr-adevar, trebuie si avem:

(V)aeQ,(V)xeR = ax e Q,darpentrua =1six =+/2,ax =2 ¢ Q.
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UNITATEA DE INVATARE 4
SUBSPATII VECTORIALE

[ Obiectivele lectiei
f

e  Explicarea definitiilor si a regulilor de calcul

e  Enuntarea principalelor rezultate legate de subspatiile vectoriale
e  Prezentarea unor exemple si contraexemple clasice

e  Recunoasterea structurii de subspatiu vectorial

. Crearea abilitatilor de rationament deductiv

Continutul lectiei

Subspatii vectoriale

Definitie, terminologie si notatii
Proprietati (rezultate)

Exercitii rezolvate

Teme propuse

1.
2.
3.
4.
S.
6.

Subspatii vectoriale

Definitia 2.

Bibliografie

O submultime nevida a unui spatiu vectorial se numeste subspatiu vectorial al sau daca este
chiar spatiu vectorial in raport cu legile de compozitie interna si externa induse de legile
corespunzatoare.

Matematic:

Fie spatiul vectorial V/K, o submultime, W= se numeste subspatiu

vectorial al spatiului V, daca W este spatiu vectorial inzestrat cu operatiile induse.

Definitia 3.

O submultime nevidd W a spatiului vectorial V, se numeste subspatiu vectorial al lui V daca
sunt indeplinite urmatoarele conditii:

1. VX,yeW =x+yeW
2. VxeW,VaeK=axeW.
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Observatie

Cele doua conditii sunt echivalente cu: VX,y eW,Va,fe K =>aox+ fyeW .

Terminologie si notatii

a) Spatiul vectorial se numeste spatiu ambient pentru subspatiul vectorial pe care-I
contine.

b) Legile de compozitie (interna si externa) induse de legile corespunzatoare pe subspatiul
vectorial se numesc operatii induse.

c) Corpul scalarilor se subintelege a fi identic.

d) W este subspatiu vectorial al spatiului vectorial V se noteaza W<V.

Proprietati

Teorema 1. (Echivalenta definitiilor)

Fie VIK, WcV, W=J. Atunci W<V < Vao,BeK VX, yeW, ax+ByeW.

Demonstratie.

= Fie x,yeW i o,feK. Cum W<V= ax , Bye W= ax+fyeW.

< Daca WCV si are proprietatea ca Va,peK VXx,yeW, ax+ByeW atunci pentru a=p=1,

VXx,yeW= x+yeW, iar pentru =0 obtinem VaeK VYxeW, axeW.

Propozitie.

Intersectia de subspatii vectoriale este un subspatiu vectorial.

Demonstratie

Fara a restrange generalitatea, vom demonstra enuntul pentru doud subspatii.
Fie V/IK, UW<V.

Pentru a ardta ca UnW<V folosim implicatia inversa a teoremei de mai sus
< Va,peK vx,ye UnW, ax+Bye UNW < ax+ByeU si ax+fyeW.
Dar x,ye UnW < x,ye U si x,yeW.

Din o,BeK six,ye U iar U<V = ax+yeU.

Din o,BeK six,ye W iar W<V = ax+fyeW.

Deci ax+pye UNW.
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Exercitii propuse

1. Sa se verifice daca urmatoarea submultime

X = {x = (X, X,, X3 )" /% = O}C R3 ={(X1, xz,xg)‘xi eR,Vi =1,_3} inzestrata cu operatiile induse

are structura de subspatiu vectorial real a spatiului tridimensional real.

2. Sase verifice daca urmatoarea submultime
X = {x = (X, X0 %5 )" /Xy =X, + X5 = O}C RS ={(X11 X9, x3)‘xi eR,Vi =J,_3} inzestrata ~ cu

operatiile induse are structura de subspatiu vectorial real a spatiului tridimensional real.

3. Aritati cd multimea matricelor de ordin mxn formeaza in raport cu adunarea matricelor
si inmultirea lor cu scalar un spatiu vectorial (K=R).

4. Pe exemplul unui agent economic organizati spatiul intrarilor in sistem ca spatiu
vectorial.

5. Sa se verifice daca urmatoarele multimi formeaza spatiu vectorial real in raport cu
operatiile canonice:

a) multimea polinoamelor intr-o nedeterminta, cu coeficienti reali de grad cel mult 3

b) multimea polinoamelor intr-o nedeterminta, cu coeficienti reali de grad exact 3.

6. Fie R*/R si VeR?, unde:

Xl Xl
a) W=<x=|X, |/xX,=1 ) W=3x=|X, |/X =X,=0

XS X3

1 Xl

c) V=9X=[X, [IX;+X,=0pd) V=9X=[X, [IX;+X, =1},

X3 X3
Tn care din aceste cazuri este V un spatiu vectorial?
7. Consideram spatiul vectorial complex al polinoamelor P/C si VcP, unde Veste

multimea acelor polinoame x pentru care:

a) Xare gradul 3;

b) 2X(0)=X(1);

) X(t)=0, Vt €[01], de asemenea X(t)=X(1-t), Vt.

In aceste conditii este V un spatiu vectorial?
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. . . o L. . n . .
8. Precizati care din urmatoarele submultimi ale lui R~ au structura de subspatiu vectorial

in raport cu operatiile induse:

X, ={xeR " IX=(X,,..X, )" §ix,+..4X, =0}
X, ={xeR " Ix=(X,,...x, )" six,=1}

X, ={xeR " IX=(X,,..X, )" six,X,=1}

X, ={xeR " Ix=(X,,... X, )" six,+X, =1}

X ={xeR " IX=(X X, )" §iX,2X, =X, }
9. Fie X={xeR3x=(X, X2, X3)" si x,+oX, +B X3=b}, a,p,beR.
a) Determinati valoarea lui beR astfel incat X<9R* /R pentru orice a,peR.
b) Pentru o=1 si b determinat mai sus, gisiti BeR astfel cav=(2,1,-4)' eX.
8. Fie spatiul vectorial R ; [X]/R si VcR , [x] unde

V={PeR, [X]/P(-x)=P(x)}. Aratati ca V<R, [X].
gy y : : § : o ab
10. Sa se arate ca multimea Q a matricelor patrate de ordinul doi de tipul (a aJ este un

subspatiu vectorial al lui M, (R).
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UNITATEA DE INVATARE 5
LINIARITATE. GENERATORI. BAZA. COORDONATE. DIMENSIUNE

[ Obiectivele lectiei
D

. Explicarea definitiilor si tehnicilor de calcul

. Enuntarea principalelor rezultate

. Prezentarea unor exemple si contraexemple clasice
. Analiza naturii sistemelor de vectori

. Crearea abilitatilor de rationament deductiv

<y Continutul lectiei

Dependenta si independenta liniara.
Sistem de generatori.

Baza.

Dimensiune

Coordonate.

Exercitii propuse

1.
2.
3.
4.
S.
6.
7.

Bibliografie
Dependenta si independenta liniara.

Fie V spatiu vectorial peste corpul K.

Definitia 4.

Vectorul xeV se numeste combinatie liniara a vectorilor multimii

S ={vy,...,vn}CV, daca exista scalarii au,...aneK astfel Incat:
X=ouVit...tonVn (*).

Daca scalarii a,...0n €K, Indeplinesc conditiile:
a,20,Vi=1...n si Z“i =1,

atunci relatia (*) defineste o combinatie liniard convexa.
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Sistem de generatori.

Definitia 5.
Vectorii vi,...,vneV formeaza un sistem de generatori ai spatiului vectorial V daca orice vector
din V se scrie ca o combinatie liniard a elementelor multimii S, adica: VXeV (3)a,...,aneK
astfel Tncat x=co1va+...+on Vn,
Definitia 6.
Vectorii vi,...,vaeV se numesc liniar independenti® daci orice combinatie liniard a acestora se
anuleaza numai daca toti scalarii sunt nuli, adica din relatia:

oVit...+on Vn=0 = au=...=an=0.
Definitia 7.

Vectorii vi,...,vae V se numesc liniar dependenti daca nu sunt liniar independenti.

Baza.

Definitia 8.

Sistemul de vectori B={va,...,va}cV formeaza o baza a spatiului vectorial V daca B este un
sistem de generatori ai lui V si dacd este sistem liniar independent.

Definitia 9.

V/K este un spatiu vectorial finit dimensional sau de tip finit daca are o baza finita.

Teorema 2

(de existentd a bazei). Fie V/K un spatiu vectorial nenul, un sistem liniar independent XV si
un sistem S de generatori pentru V, astfel incat XcS. Atunci exista o baza a lui V/K astfel incat

XcBcS.

Dimensiune

Definitia 9.

Fie V/K. Se numeste dimensiunea lui V si se noteaza dimV numarul maxim de vectori liniar
independenti.

Teorema 3.

Conditia necesara si suficienta ca un spatiu vectorial V peste K s aiba dimensiunea n este ca

sa admita o baza formata din n vectori.

5 notiunea de independenta liniara a vectorilor a fost introdusa de H.Grassmann (1878)
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Teorema 4.

Toate bazele unui spatiu vectorial finit dimensional au acelasi numar de vectori.

Coordonate.
Teorema 5 (teorema bazei).
Intr-un spatiu vectorial finit dimensional orice vector se scrie, Tn mod unic, ca o
combinatie liniard a vectorilor unei baze a spatiului.
Demonstratie.
Fie B={V1,...,va}cV 0 baza a spatiului vectorial V si ve V.
Existenta. Cum B este un sistem de generatori al lui V =(3)ay,...,ancK astfel ncat:
V=Q1Vit. . . +onVn.
Unicitatea. Presupunem ca (3)a's,...,a'neK astfel ncat:
V =a/1vit...+ +a'n Vo = ouVit.. . +on Vo = a'tvit. 4+ aln Ve
(o1 - ') Vit...+ (on - a'n)vn =0
Dar B este un sistem liniar independent, rezulta astfel:
ai-a'i=0, Vi=l,..n< ai=a'i, Vi=l,..,n.
Observatii
1. Scalarii unici au,...,one K se numesc coordonatele lui v in baza B.
2. Vectorul vg=(ai1,..,an)' se numeste vectorul coordonatelor lui v in baza B.
3. Fie R"={X / X=(X1,...,xn)', XieR, i=1,..,n} spatiul vectorial real fati de adunarea vectorilor si
inmultirea cu scalari.
Vectorii e1=(1,0,...,0)\,..., en=(0,0,...,1) formeazi o bazi, numiti baza standard sau canonica
a spatiului R".
Tinand seama de importanta in aplicatii economice a spatiului vectorial R" dim urmatoarea
teorema privind verificarea rapida a faptului ¢ un sistem de n vectori vi,...,vae R" constituie
o0 baza in R".
Teorema 6.
Vectorii vi=(ai1,...,a1n)%. .., va=(an1,...,an)" din R" formeazi o bazi in R" < determinantul
matricei asociate sistemului de vectori (matricea formata cu componentele vectorilor) este
nenul.
Consecinta.

Daci detA = 0 atunci sistemul de vectori nu formeaza o bazi a lui R".
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? Exercitii propuse
1 1 -1

1.Sésearatecému;imeaB={Vl,vz,v3}ciR‘°’,undev1: 1 ,V,= 0 , V=

2

, este 0 baza in R° si sa se gaseasci coordonatele vectorului v= 3| in aceasta baz.
2

2. Sa se arate ca mulfimea S={v,,v,,v,,v,} unde VIZ[(l) ﬂ Vv, 2[(2) ;) V=

_ 0 0 : . N
[1 1],v4:[1 J este sistem liniar independent in M, (R).

0o o
1 2 -1 0
. .. -1 a 1
3. Fie vectorii: V| = ) 'V2:1’V3: Vg =| | aeR
1 1

Sé se determine parametrul a astfel incat V5 si fie combinatie liniard a vectorilor V1, V,
si V,.
< o . 1 1 1 O 0O 1
4. Sa se arate cd multimea B={ v, ,v, ,v,,v, yundev,= vV, = V.= , Vv

t {ViVo VgV, } 1[00)2[01]3[01]

0O O .
i = este bazd in M, (R).

1 1

A 1 2y _ . . A,
Considerand v= 3 4| Sasegaseasca coordonatele lui V in baza B.
... o gep i C e 4
5. Construiti o baza diferitd de baza canonica in R .
) . 4 . T .

Alegeti un vector din R~ si exprimati-l in baza gasita.

11
6. Construiti o baza in M, (R), primul vector fiind v= [1 J :

7. Ce conditii trebuie s indeplineasca scalarii a,f3,y astfel incat vectorii

1 1 1
v,=| a |,v,=| B |,vs=| 7 |, din spatiul vectorial ‘R IR s fie liniar dependenti ?
aZ ,82 }/2

8. Fie a, b, ¢ vectori liniar independenti in R4 . Cum sunt vectorii a+b, a-b, a-2b+c?

9. Formeaza S={1, X, X3} in R[X] un sistem liniar independent?
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10. Demonstrati ca daca $R/Q, atunci o conditie necesara si suficientd pentru ca vectorii 1
si & din R sa fie vectori liniar independenti este ca numarul real & sa fie irational.

11. Tn X/R, unde X={xeR3/x=(X, X2, X3)" si x,+2X, -X3=0} si pentru m,ne R astfel incat
B={fi=(1,m, 3)', f2=(1,n, -1 )" }=X este o bazi in X/R, fie o, si a2 coordonatele lui v =
(7/4,-3/4, 1/4) in baza B.

Atunci calculati: m+n+az-0%1,

12, Sa se determine o baza si dimensiunea subspatiului  vectorial

U= {Ve R*IV=(a,,a,,050,), 0, —20,~, = 0,0, + 1, :O}.

o 2 -1 0
. .. -1 o 1 1
13. Fie vectorii: Vq = 5 , Vp = 1 , V3 = , Vg = 1 , ax €R.
a —
1 1 a

Si se studieze natura multimii de vectori din R*in functie de parametrul o € R.
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CAPITOLUL 2 FUNCTIONALE PE SPATII VECTORIALE
UNITATEA DE INVATARE 6
FUNCTIONALE LINIARE SI BILINIARE

j Obiectivele lectiei
e  Explicarea definitiilor si regulilor de calcul
e  Enuntarea principalelor rezultate legate de functionale
e  Prezentarea unor exemple si contraexemple clasice
e  Recunoasterea functionalelor

. Crearea abilitatilor de rationament deductiv

Continutul lectiei

Functionale patratice (forme patratice)
Functionale biliniare

Functionale liniare

Test de autoevaluare

Teme propuse

1.
2.
3.
4.
S.
6.

Functionale liniare

Bibliografie

Fie V/K, unde Ke{R,C}. Studiem proprietatea functiilor® f : V. — R prin care fiecirui vector
X = ( X1,...,xn)! reprezentat intr-o anumiti bazi (in mod obisnuit in baza canonici), i se poate
atasa un numar real f(x).

Astfel se introduce instrumentul de evaluare numericad a rezultatelor activitdfii agentilor

economici: cost, profit, etc.

Definitia 10.

Aplicatia f: V — K este o functionala liniara daca satisface urmatoarele conditii:

6 Orice aplicatie f : V — K se numeste functionali
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f(x+y)=f(x)+f(y) Vx,yeV — aditivitatea

f(ax)=af(x) VxeV si VaeK - omogenitatea.
Teorema 7.
Aplicatia f : V — K este o functionald liniarda daca si numai daca f(ax+By)=af(x)+pf(y),
Va,peK si VX yeV.

Demonstratie.

= f(axrBy) = Hox)+(By) =af(+B(y)

(aeK sixeViar VIK = axeV. Analog ByeV)

< Relatia f(ax+py)=af(x)+pf(y) are loc pentru orice o, €K si orice x,yeV.
Fie a=p=1 = relatia devine f(x+y)=f(x)+f(y) VX,yeV.

Fie aeK arbitrar fixat si =0 = relatia devine f(ax)=af(x) VXxeV.

Observatie.

Functionala liniard f : %" — R definitd prin f(x)=cx =Y ¢,x; , unde ¢ =(c,,....C,) si
i=1

X =(X,,...,.X, )’ se numeste forma liniara.

Functionale biliniare

Definitia 11.

Fie V/K s1 W/K, unde Ke {R,C}. Aplicatia f : VxW — K este 0 functionala biliniara daca este
liniara in fiecare argument.

Teorema 8.

Fie VIK , cu dimV=m; W/K, cu dimW=n; B={e1,...em} o bazd a lui V si

B’={ly,..., In} obaza alui W. O functionala biliniara f : VxW — K se poate reprezenta matriceal

f(x,y) =x"Ay, unde Ae M, (K) A= (aij )i »ai = feil) .
Demonstratie: Reprezentand x si y in bazele B si B’ obtinem:
x=>xe siy=>yl.
i i
DeCi f(le) :f(ZX\ei ’Zyjlj) = lef(e. ’Zyjlj) = sz‘f(e. ! Ij)yj .
Daca se noteaza cu A M m,n(K)’ A = (aij)ij, aij = f(ei,lj) matricea coeficientilor functionalei

biliniare, atunci ea va avea forma f(x,y) = x"Ay.

Caz particular.
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Pentru V=W si dim V=n obtinem f : VxV — K este 0 functionald biliniard < (3)
AeM,(K)A=(a )i , astfel caf(xy) = XTAy, Vx,yeV.

Definitia 12.

O functionald biliniara f : VxV — K se numeste simetrica daca are loc: f(x,y)=f(y,x), VX,yeV
Observatie.

Functionala biliniara f:VxV—R este simetrica daca si numai dacdi A =AT, adica matricea A

este simetrica.

Test de autoevaluare

n
1. Fie V=R " , W=SR. Aratati ca functia profit total 7(X)=px= Z P;X; este o functionala liniara.
i1

Xl
2. In spatiu vectorial R */R se defineste aplicatia f: R ° —R prin f(x)=x1+x2, unde x=| x, |.

Xs

Sa se verifice daca f este o functionala liniara.

3. Intr-un spatiu vectorial V/*R, cu dim V=n, se dd o baza B={v,,..., v, }cV.
Fie functionala f:V—R, definita prin f(x)=o, +...+a ,

unde x=a,v,+..+a v, (i.e.[x]s = (..., ).

Sa se verifice daca f este o functionala liniara.

4. Stabiliti daca functionalele urmatoare sunt liniare:

a) f: R* > R, f(X)= 5X1+X2-X3+2X4

b) f: R* > R, F(X) = 9- 2X1+X2+3X3-Xs , unde x= eR*.

X X X X
SN

x

5. Construiti o functionald liniard pe V=R*.

6. Fie VR’ si f: VxV—R o functionali biliniard cu A= G ;] . Scrieti f.

7. Fie f:R°xR *oR, f(X,Y)=X Y, X, YK, Y X, Y, -3X, Y 5.
Aratati ca f este forma biliniard pe R°.

8. Pe V=R" construiti o formi biliniard simetrica.
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9. Fief: W3x N> > R, f(x,y) = f(X) = 2X1y2-X2ys+ X2V2.

Aratati ca functionala este biliniara.

: . . . . 11
10. Fie VER ?. Si se scrie forma patraticd asociati matricei A= ( 1 3] .

11. Pe spatiul vectorial VER* se da forma patratica h(x)= X12 + X, X, +X§

Sa se scrie forma biliniara simetrica asociata.

13. Pe V=R* construiti o forma patratica.

Raspunsuri

1. Da

2 Da

3. Da

4 a) da
b) nu

Teme propuse

1. Pe exemplul unui agent economic avand dimensiunea spatiului iesirilor din sistem egala cu
4 construiti functia profit total si aratati cd este o functionala liniara.
2. Pe exemplul unui agent economic avand dimensiunea spatiului intrarilor in sistem egald cu

5 construiti functia cost total si aratati ca este o functionala liniara.

3. Si se determine functionala liniara f: R * >R care indeplineste urmitoarele conditii:

1 0 1
f(v1)=2, f(v2)=4, f(v3)=3,unde v,=| 0 |,Vv,=|1|,V,=|1].
1 1 1

4. Demonstrati cd mulfimea functionalelor liniare f:V—R formeaza un spatiu vectorial real
(numit spatiul vectorial dual si notat cu M).

5. Sise arate ci £:R °x R° >N definitd prin f(x,y)=X,Y, -X, Y3 +X5 Y,

X, A
unde x=| x, |, Y=| vy, |, este functionala biliniara. Sa se scrie matricea functionalei in baza
X3 y3
1 1 1
canonica si in baza B={g,=|2|,9,=|2|,09;=|0|}.
3 0 0
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UNITATEA DE INVATARE 7
FORME PATRATICE. NATURA LOR. CLASIFICARE.

J Obiectivele lectiei
>

.

.

.

.

Prezentarea conceptului de forma patratica
Explicarea definitiilor si a regulilor de calcul
Enuntarea principalelor rezultate

Prezentarea unor exemple si contraexemple clasice
Recunoasterea structurii caracteristice

Crearea abilitatilor de rationament deductiv

Continutul lectiei

Forme patratice

Definitie, terminologie si notatii

4
1
2
3. Proprietati (rezultate)
4. Natura formelor patratice
5. Reducerea la forma canonica
6. Metodele Jacobi si Gauss
5

Exercitii propuse

Functionale patratice (forme patratice)
Definitia 13.
Fie V/R. Functia h:V—R este 0 functionala patratica a spatiului vectorial V
daci exista functionala biliniara simetrica f:VxV—R astfel incat
h(x) = f(x,x),VxeV.
Teorema 9.
Oricarei functionale biliniare simetrice f :VxV—R 1i corespunde o singura functionala
patraticd h : V—R astfel incat sa aiba loc relatia h(x)=f(x,x) VxeV.
Reciproc. Oricarei functionale patratice i corespunde o singura functionala biliniara simetrica.

Demonstratie: Implicatia directa este evidenta.
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< h(x+y)=f(x+y x+y)=F(x, x+y) +f(y x+y)=f(x x)+f(x,y) +f(y, x)+1(y.y)

= f(xx)+2f(x,y) +(yy) < h(x+y) = h(x)+h(y)+2f(x,y)

<f(x,y)=(1/2)[h(x+y)-h(x)-h(y)].

Teorema 10.

Fie VIR, cu dimV=n. Aplicatia h : V — ‘R este o functionala patratica a spatiului vectorial V

dacd si numai dacd existd AeM (R) astfel incat h(x) = xTAx,VxeV.

Natura (clasificarea) functionalelor patratice

Fie h : V — R o functionala patratica a spatiului vectorial V.

- h(x) este pozitiv definita daca h(x)>0 ,vxeV-{0}.

- h(X) este semipozitiv definita daca h(x)>0 ,VxeV.

- h(x) este negativ definita dacd h(x)<0 ,vxeV-{0}.

- h(x) este seminegativ definitd dacd h(x)<0 ,vxeV.

- h(x) este nedefinita daca exista x1,X2€V, Cu X1#Xo, astfel incat h(x1)>0 si h(x2)<O0.
Stabilirea calitatii unei functionale patratice de a fi pozitiva sau negativ definita este o etapa
foarte importanta in cercetarea existentei optimului unei functii reale de variabila vectoriala
(Analiza Matematica cu aplicatii in economie). Ce metode exista in acest sens?

Pentru a determina natura unei forme patratice, aceasta trebuie adusa la forma standard.

Metoda Jacobi
Aceastd metoda constd in aducerea functionalei patratice cu matricea A la o noua functionala
patratica avand matricea B — diagonala i se bazeaza pe trecerea de la baza initiala Bo=(€y,...,en)
la 0 noud baza B1=(by,...,bn) numita baza canonica sau normala, in raport cu care functionala
patratica se scrie ca o suma de patrate.

Teorema Jacobi’

Fie h : V — R o functionala patratica a spatiului vectorial V exprimata in baza Bo=(e,...,en),
h(x) = xTAx, VxeV (unde A=(aij)ij-1n , aij=f(€i,ej) sunt valorile functionalei biliniare simetrice
asociate pe mulfimea vectorilor bazei Bo).

Daca toti minorii principali ai matricei A, A1 = a11, Az = a11 a2- a1 a2

.....

An= detA, sunt nenuli, atunci exista baza B1=(b,...,bn) a lui V astfel incat:

7 Jacobi Carl Gustav Jacob (1804-1851)
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h(X)=(1/A1)E12+(A1/A2)E2%+. .. +(AN-1/An)én?
unde (&:...., &n) sunt coordonatele lui x Tn noua baza.
Din aceasta teorema se deduc cateva proprietati importante ale functionalelor patratice:
i)functionala patratica este pozitiv definitd < Anp>0, Vh=1,..,n.
ii) functionala patratica este negativ definitd << An>0 pentru h par si An<0 pentru h impar.
Daca exista An>0 si An<O si nu se Incadreaza in situafia i1) = functionala patratica este
nedefinita.
Daca exista An=0 atunci natura functionalei patratice nu poate fi stabilita prin metoda Jacobi ci
se apeleaza la metoda Gauss.

Metoda Gauss

Fie h(x)= ZZj:aijxixj

» Daca a11#0, se grupeaza Intr-o paranteza toti termenii care contin

pe X1 pentru a obtine un patrat perfect, restul termenilor aflindu-se in afara acesteia.

h(x)=(anx1+2aux1x +..+2a XX )+a,X +2a XX +..+2a XX +..+a X =

23" 727 73

a'fa’x’ +2a_(a,x X, +..+a xx )]+a x +2a x X, +..+28 XX +..+a_X =

11 23" 27 3

a’fa’x’ +2a x (a,x, +..+a x )+(ax, +..+a x )'|]-a’(a,x

1" 1 17 "1

+..+a,. X )+

127 "2 127 "2

+a22x2+2a XX, +..+2a XX +..+a X =a (axX

23" 2

Xo+a X +..+a X ) +h(X)
(unde hi(x) este o functionala patratica in care apar doar variabilele xo,...,Xn).
Efectuand transformarea liniara:

a X, +a,XxX, +...+a,, X, =&,

In"*n
X;=¢ , Vi=2,...,n,
Obtinem h(x) =a;&” +h,(x).
» Daca a11=0, cautam un indice je {1, 2, ..., n} astfel incét a;=0.
Daca gasim un asemenea indice renumerotdm variabilele astfel incat variabila j sd devina prima

variabila si In continuare proceddm ca in primul caz.

» Dacaann=0, Vje{l, 2, ...,n}, existd un indice i astfel incat a1i=0 si efectudam transformarea:
=4 -4
X, = A4, + A, ,daca j#1 si ji.
X; =4,

Astfel coeficientul lui A?este nenul si procedam mai departe ca in primul caz.

Acelasi procedeu se aplica si functionalei patratice h1(x) Tn care apar doar variabilele Xa,...,xn..
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Se continua algoritmul pana la epuizarea tuturor variabilelor, cand obtinem:
h(x)=(k0)&r*+(K2)E2™+.. +(kn)&n’.
Observatie.

Rezultatele la care se ajunge aplicand metodele lui Gauss sau Jacobi pot fi identice sau nu. Ele
sunt tot forme canonice.

Teorema de mai jos aratd motivul pentru care, aplicand doua metode de determinare a formei
canonice, este nesemnificativa obtinerea de expresii diferite.

Teorema inertiei (Sylvester)

Numarul coeficientilor strict pozitivi, strict negativi si nuli este invariant la schimbarea bazei

canonice.
Exercitii propuse

1. Sasereduca la forma canonica, forma patratica h :R S R,

h(X)=2X2 + X 2 +X2+2 X, X, +X, X,

- 1 2 A 2 A 2_]_ 2 2 2
Raspuns h(X)—A—1§1+i§2 +A—z 43—5 G, +26, +26,

2. Pe V=R’ construiti o forma patratica pozitiv definita.

3. Pe V= R"* construiti o forma patratic negativ definiti.

4. Studiati natura formelor patratice:

Q) h: N2 >R, NX)=2 X, X, + X, X5+ X5+ X, X,y +X2

b) h: R° >R, h(X)= X, X, +X, X5+ X, X4

C) h: M2 >R, h(X)=X7 +2 X, X, + X2 +2 X, X, +X3

d) h: M2 >R, h(X)= X, X+ 2X5 + 2X, X5 +X2

e) h: R° R, h(X)= X, X, + X, X,

) h: RN, NX)=5XS +4 X, X, + X5 +2 X1X, +X3

5. Prin exemple concludente puneti in evidenta metoda Gauss de reducere a formelor patratice

la forma canonica (V=R*).
6. S se determine valorile parametrului real A pentru care urmétoarele forme patratice sunt
pozitiv ,respectiv negativ definite:

A h: N> 5 R, h(X)=x12+(h + 3)x22 - 2(L + 1)x1x2
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b)h: N> >R, h(X) = X1 + X2 + AxX3 2 — 2X1X2 — 4X1X3.
7. Sa se verifice teorema de inerfie pentru forma patratica

h:R® 3R, h(X)=-x12 +2X1X2 + 2X2? + 6X2X3 .
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PARTEA a-lll-a

ELEMENTE DE ANALIZA MATEMATICA

CAPITOLUL 3 FUNCTII DE MAI MULTE VARIABILE REALE

UNITATEA DE iNVATARE 8 Teoria diferentiala a functiilor vectoriale reale
UNITATEA DE INVATARE 9 Optimizarea functiilor vectoriale reale
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UNITATEA DE INVATARE 8
TEORIA DIFERENTIALA A FUNCTIILOR VECTORIALE REALE

J Obiectivele lectiei

e  Explicarea definitiilor si regulilor de derivare
e  Enuntarea principalelor rezultate

e  Prezentarea unor exemple

e  Realizarea deprinderilor de calcul

. Crearea abilitatilor de rationament deductiv

Continutul lectiei

Derivate partiale pentru functii de mai multe variabile.

Derivate partiale de ordin 2. Matricea hessiana.

Exemplu .

Derivata dupa o directie. Diferentiala unei functii de mai multe variabile
Derivabilitatea si diferentiabilitatea functiilor compuse

Test de autoevaluare

Teme propuse

© ~ o o s~ wn e

Bibliografie

Derivate partiale pentru functii de mai multe variabile.

In continuare vom extinde in mod natural notiunile de diferentiala si de derivata
de la functii de o variabila reald cu valori reale la functii definite pe o multime
din R" cuvaloriin R™.

Definitia 25.

a) Spunemci f :D < R* — R este derivabila partial in raport cu variabila x in punctul

interior (a, b)eD, daca exista si este finitd, limita din raportul cresterilor:

i foub) = f(ab) _
X—a X—a

f'x(a,b) = %(a, b)

numita derivata partiald in raport cu x a functiei f in punctul (a, b)

44



b) Spunem ca functia f:D cR?— R este derivabild partial in raport cu variabild y in

punctele ( a, b ) daca exista si este finitd, urmatoarea limita:

fay)-f@ab) .. of

lim = f'y(ab)= 5(& b)

y-b y-b
numita derivata partiala in raport cu y a functiei f in punctul (a, b).
Definitia 26. (Generalizare).
Spunem ca functia F : D « R" — R este derivabila partial in raport cu variabila X, n punctul

interior (a,, a,,...,8,) € D, daca exista si este finitd urmatoarea limita:

f(ag,-a@1, X, ak,ea,) —flag,..,a,a,)

lim
X —>ay Xk —ak
. of (a,,...,a
ka(al,...,an)=—( 11023,)
OX

Daca f admite derivate partiale in raport cu fiecare variabila x,,..., X, , in punctul
. . of of .
a=(a,...,a,) € D, vectorul derivatelor partiale o (a),...,a— (a) | se numeste gradientul
Xl Xn

functiei f in punctul a si se noteaza Vf(a).
Derivate partiale de ordin 2. Matricea hessiana.

Derivatele de ordin superior au aparut in acelasi timp cu intreg aparatul calculului diferential
si au fost intens aplicate de Newton® si Leibnitz® la sfarsitul secolului XVII-lea in rezolvarea

unor probleme de geometrie, mecanica sau fizica.

Fie f:DcR* >R, care admit derivate partiale de primul ordin f'x:DcR* >R si
f'y:DcR*>R.

Daca functiile f'xsi f'y suntderivabile partial in raport cu X si y, atunci derivatele lor se vor

numi derivate partiale de ordinul al doilea ale functiei f'si le

2

f

vom nota cu: f"z=(f'x)x=5[afJ=a !
X OX \ OX OX

8 Newton lsaac (1642-1727), matematician, mecanician, fizician si astronom englez. In matematica a pus
(incepand din 1665, concomitent cu G.Leibnitz, dar independent de acesta) bazele calculului diferential si integral.
9 Leibnitz Gottfried Wilhelm (1646-1716), matematician si filozof german.
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2
f"xy—(f'X)y=i(ﬂj= o
oy\ox) oyox
2
= (Pype= 2 2|27
ox\ oy ) oxoy
Generalizare.
. n . . . . . of (x)
Fie f:D < R" —> R, o functie care admite derivate partiale de ordin I, Pt
X]

g .. : : . . .. ... 0
Daca aceste functii admit derivate partiale in raport cu variabila xj , adica exista —

of (x)
oxi \ oXj

0% f(x)
OXi0xXj

, spunem ca f admite derivate partiale de ordinul doi si acestea se noteaza cu sau

fll

XjX;

Putem ordona derivatele partiale de ordin doi intr-o matrice, numita matrice hessiana:

o’ f 0% f 0% f
ox'  Ox0xj Oxgx,
2 2 2
I S
Ox;0x, Ox,0x, Ox0x,
o’ f 0% f 0% f
ox,0x, Ox,0x;  Ox

Exemplu.

Fie f:R* >R, f(x,y)=x+sin(x+Yy?).

Observam ca aceasta functie admite derivate partiale de orice ordin, fiind o compunere de

functii elementare.

Sa se calculeze derivatele partiale deprimul si al doilea ordin.

Ultimele doua derivate partiale se numesc derivate mixte si observati ca sunt egale.

Este natural sa ne intrebam daca pentru orice functie, derivatele mixte sunt egale, adica daca
nu conteaza ordinea de derivare.

In general ele sunt diferite, insa Leonhard Euler'® descoperise prin anul 1734 conditii in care

aceste derivate coincid.

101707-1783
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Rispunsul a fost dat de matematicianul german Hermann Amandus Schwartz!!, cu posibilitatea

de a fi extins si la derivatele mixte de ordin superior.

Teorema Schwartz.
Fie functia f: DcR2—R si un punct interior  (Xo, Yo)€D.
Daca functia f admite derivate partiale mixte de ordinul al doilea intr-o vecinatate a punctului

(Xo, Yo) si acestea sunt continue in (Xo, Yo), atunci:

0*f(X0,Y,) _ 0*F(Xo,Yo)
OXoy O0yox

Derivata dupa o directie. Diferentiala unei functii de mai multe variabile

Definitia 27.

Fie veR", ||V|| =1. Se defineste derivata functiei f dupa directia vectorului

D, f (x) = lim

f(x+ev)—f(x L
! ( )= f( ), € € R si exista daca exista limita.

Teorema 3.

Daca f eC' atunci D, f (x) = Vf (X)-v

Observatii
: 0 .
1. Daca alegem v=e1= sau v=ez= ...y TESpPEctlv - v=en= se deduce ca derivatele
0 0 1
partiale sunt derivatele dupa directia vectorilor de coordonate:
k) _ De,f(x),..., o) _ De, f(x)
oX, OX,,

2. Cand e—0, vectorul ev—0, deci oricare ar fi vectorul v normat, |ev|=|e| si prin urmare

vectorul ev este un vector mic, pe care-1 notam dx=(dxu,...,dxn) unde dxj=gvi;.

111843-1921
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Definitia 28.

D,, f(x) =Vf(x)-dx , unde dx = ev, e>0, se numeste diferentiala a functiei f si se noteaza

df(x). Ea comensureaza efectul asupra functiei f, a modificarilor mici dxi,...,dX» ale variabilelor

Xl,...,Xn.

Definitia 29. Numim diferentiala de ordin k: d*f(x) =d(d**f (x))

2 2 2
_0 f(xlz’XZ)-dxf L f(xl’X2)~dx1dx2 e f(xlz,xz)

-dx3
OX; OX,0X, OX;

Caz particular: d*f(x)

Derivabilitatea si diferentiabilitatea functiilor compuse

Operatiile algebrice efectuate asupra functiilor care admit derivate partiale sau asupra functiilor
diferentiabile conduc la functii de acelasi tip.

Importanta notiunii de diferentiabilitate consta n faptul ca ea se conserva si prin operatia de
compunere a functiilor, in timp ce existenta derivatelor partiale poate sa nu fie conservata prin
aceasta operatie.

Teorema 4.

Daca functiile u, v: DcR—R au derivatele g_u g_v continue pe D si daca functia de doua
X dx

variabile f(u,v): ECR?>>R are derivatele partiale 2—f, 2—f continue pe E, atunci functia
u ov

f(u(x),v(x))=F(x) are derivata continud pe D, datd de formula:

F'(X):dF_V):ﬁ.d_UJrﬁ.ﬂ_
dx ou dx ov dx

Diferentiala de ordinul intai este invarianta fatd de operatia de compunere a functiilor:

dF(x)=F'(x)dx=%-%-dx+ﬁ-ﬂ~dx=ﬁ-du+%~dv
ou dx ov dx ou ov

dF(x) = df(u(x),v(x)) = %-du +E~ v

Generalizare.
Fie functia compusa: f(ui(x), u2(X),...,un(x))=F(x).
F(x)= of _dU1+ of du, L of du,
ou, dx ou, dx ou. dx

n
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dF(x)=ai-dul +ai-du2 +...ai-du
u, u, u

N —

Test de autoevaluare

1. Fie f:R* >R, f(x,y)=+/x*+y’. Calculati Vf(1, 1).

SolutieVf (1, 1) = (ﬁ,ﬁ)
2 2
Teme propuse
1. Sd se arate cd f : R> = R definita prin:
Xy
,daca(x, 0,0

0 ,daca(x,y) =(0,0)

admite derivate partiale in origine.

2. Sa se calculeze derivatele partiale de primul ordin Intr-un punct generic, pentru functia
f :R*\{(0,0)}> R, f(x,y)=In(x*+y?), folosind regulile de derivare.

3. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intdi pentru urmatoarele functii:
a) f(x,y)=x’

b) f(X,y)=In(x++/x*+Yy?)
c) f(x, y):xwlx2+y2+%

4, Fie f(x,,X,)=10X, +4X, +2XX, + 400

cux, >0,x,>0.

X, X,
Sa se calculeze VI (x) ; VI (2,5) .
5. Fiind datd f : R > R, f(X,y) = X’y* +e*sin y si se calculeze
Vi@ 7) H, L 7).
6. Determinati coeficientii &, 8 € R astfel incat f : R> > R,

f(X, %) =X +a- XX, + B XX,

sd admita punctul a=(1,1) punct stationar.
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UNITATEA DE INVATARE 9
OPTIMIZAREA FUNCTIILOR VECTORIALE REALE

Obiectivele lectiei

Explicarea definitiilor si a regulilor de calcul
e  Enuntarea principalelor rezultate
e  Realizarea optimizarii functiilor

. Crearea abilitatilor de rationament deductiv

Continutul lectiei

Functii omogene.

Proprietatile Euler

Functia de productie Cobb-Douglas
Optimizarea functiilor fara restrictii
Algoritmul de generare a punctelor de optim
Test de autoevaluare

Teme propuse

1.
2.
3.
4.
S.
6.
7.
8.

Functii omogene.

Bibliografie

Definitia 30.

Functia f:R" — R este omogeni de grad m daci exista 4 e R—{0},

f(AX) = A" F(X).

Proprietitile Euler?

Teorema 5 (a gradientului).

12 Eyler Leonhard (1707-1783), matematician, mecanician si astronom elvetian.
Opera sa vasta, cuprinsa in aproape 1200 de memorii, contine cercetari in aproape toate ramurile matematicii,
numeroase teoreme, formule si notiuni fiind legate de numele sau.
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Fie f:R" — R o functie omogena de grad m.

Atunci in orice punct x € R" ea verifica identitatea Euler: Vf(x)ex=m- f(x)

Teorema 6 (a hessianei).

Fie f:R" >R, f eC? pe DcR" si fomogeni de grad m atunci in orice punct

x e D c R" verifica identitatea:

XTH, (x)=m(m-1)- f(x)

Optimizarea functiilor fara restrictii

Definitia 31.

Fie f:DcR" — R .Spunem ca f are un punct de maxim (minim) local a =(a,,...,a,) €D
daca f(x)< f(a) (respectiv f(x)> f(a)) (V)xeU,nD.

Definitia 32.

Punctul a=(a,...,a,) e D este maxim (minim) global pentru functia f:D — R daca

f(x) < f(a) (respectiv f(x)> f(a)) (V)xeD.

Definitia 33.

Un punct in care derivatele partiale se anuleazd se numeste punct stationar.

Observatie.
Primul pas in determinarea punctelor de extrem este aflarea punctelor stationare, adica
rezolvarea sistemului care anuleaza toate derivatele partiale de ordinul intai.

Nu toate punctele stationare sunt puncte de extrem.

Teorema 7.

Punctul stationar a € D al functiei f:D < R" — R este punct de maxim (respectiv de
minim) local in vecinitatea V — D daci forma patratica d*f(x) este negativ (respectiv

pozitiv) definitd pe V.
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Observatie.
Daci forma pitratici d*f(a) este si pozitiva dar si negativd in Va, atunci punctul a nu este

nici punct de maxim, nici de minim (este un punct sa).

Algoritmul de generare a punctelor de optim

1.Se determina punctele stationare din sistemul de n ecuatii si n necunoscute Vf(x)=0.
2.Se calculeaza matricea hessiand H  (X)

3. Verificam daca punctul “a” este punct de optim:

Calculam H, (a) si cercetam sensul determinantilor A, A,,...

)} dacd toti Aj >0,Vj=1n= aeste punct de minim
Aj >0, j.par .

i) daca J J .p —a este punct de maxim
Aj <0, J.impar

dacan=2si A, <0 atunci a =(a1,a2) este punct sa.
Daca existd Aj =0 nu putem preciza natura punctului a prin aceasta metoda ci studiem semnul
formei pitratice d*f(x), intr-o vecinitate a punctului stationar “a”.

4.Se reiau calculele de la punctul 3 pentru celelalte puncte stationare, daca exista.
Optimizarea functiilor de mai multe variabile conditionate prin restrictii de tip egalitate

Multe probleme de maxim sau de minim apar cand se cere sd se determine extremele unei

functii supuse unor conditii suplimentare, numite de obicei legaturi.
Fie max (min) f(x)  si gj(x)=cj,j=l,_p, xeR"

Daca f,g; €C ? se aplica metoda multiplicatorilor Lagrange®.

Metoda constd in urmatoarele etape:

I.1) Construim functia Lagrange ( au lagrangeanul) ca o combinatie liniard intre functia de

optimizat f(x) si restrictiile gj(x), acestea fiind introduse cu coeficienti 4; € R:

13 agrange Joseph Louis (1736-1813), matematician si mecanician francez.
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L(x,A) = f(x)+i/1j[gj(x)—cj]

unde A; senumesc multiplicatori Lagrange.

2) Se determina punctele stationare ale functiei lagrange, L:R"" —>R.

Se obtine sistemul algebric cu (n+p) ecuatii §i (nt+p) necunoscute: VL(X,4) =0

Fie (x', 1) solutia sistemului.

3) Tnlocuim multiplicatorii (ﬂ:;)j =l,_p in functia Lagrange si calculam matricea hessiana
pentru functia ®(x) = L(x, X).

4) Calculim matricea hessiani H, in punctul stationar x", H,(x") Daci H,(x ) este
negativ definitd, atunci X" este un punct de maxim; dacd H, (x") este pozitiv definit, atunci

X" este un punct de minim. Daci H, (x") este pozitiv sau

negativ semidefinita, atunci trecem la etapa a doua:

II. 1) Calculam: d?®(x") = (dx)" H,, (x")dx

2) Se calculeaza diferentiala restrictiilor in punctul X* si se obtine sistemul de (p) ecuatii in

necunoscutele dxa,...,dxn:

dgi(x)=0, j=1p sau Vg;(x)-dx=0, j=Lp

sistem liniar omogen in necunoscutele (dxi)j =1n.

3) Se rezolva sistemul de mai sus si se gasesc solutiile nebanale. Se obtin astfel cele r
necunoscute principale ce depind de celelalte n-r necunoscute secundare.

4) Se rescrie d*d®(x") in functie de cele n-r necunoscute.

5) Se studiaza natura formei patratice :

- daci d?p>0=>x" punct de minim;

- daci d’p<0=>x" punct de maxim.

In caz contrar punctul nu este optim.

Teme propuse

1. Sasearate ci functia f:DcR> >R, f(xy)={xX+y* (Iny-Ix) cu
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D ={(x,y); x>0,y >0} este omogena.

Sa se precizeze gradul de omogenitate si sa se verifice relatia lui Euler.
2. Sa se determine extremele functiei f(x,y,z)=xy+xz+yz, cu legatura xyz=1.
Raspuns (1,1,1) este punct de minim local

3. Determinati punctele de extrem pentru urmatoarele functii:

. f[iRP> R0 %) =% +4%X, —2%°X,

b, [:R>R f(xy2)=x+y +2°
f (X, X,) =10x, +4X, +2X,X, +ﬂ

c. XX, % >0,x,>0

Raspunsuri
3. b. Originea este punct de minim local si global

c. (2,5) este punct de minim local.

3, 7)
p s
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MATEMATICI FINANCIARE

CAPITOLUL 4 ELEMENTE DE MATEMATICI FINANCIARE

UNITATEA DE INVATARE 10

Plasamente financiare

UNITATEA DE INVATARE 11
Inflatie si devalorizare. Rambursarea imprumuturilor
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UNITATEA DE iNVATARE 10
PLASAMENTE FINANCIARE

Obiectivele lectiei:
Definirea notiunilor de dobanda simpla si compusa
Studiul plasamentelor financiare

Aplicarea formulelor de calcul

Continutul lectiei:

. Introducere
. Dobanda

. Dobanda simpla

Problema echivalarii procentelor exprimate in unitati de timp diferite

. Scadenta comuna si scadenta medie
. Procent mediu de depunere
. Dobanda compusa

. Sume Tncadrate intr-un proces de dobanda compusa

Bibliografie

1. Introducere

In sistemul activitatilor economice intervine notiunea de operatiune financiara.

Operatiunile financiare reprezintd modalitdti de plasare a unor sume de bani, in conditii stabilite

si cu un anumit scop, de catre un partener P catre un alt partener Pa.

2. Dobanda

Definitia 1

Numim functie de acumulare o aplicatie a:[0,00)—(0, ) definita prin: o(t) = suma de bani

acumulatd la momentul de timp t (>0) cand s-a facut o investitie initiald de 1 u.m.

Proprietati
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1. o(0)=1;
2. o e functie crescatoare;

3. functia o(t) este continua.

Definitia 2
Valoarea finala sau valoarea revenita partenerului ce a plasat suma Sp pe durata de timp t este
o functie:
S: [0,0)2 = [0, 0)  definitd prin  S(So, t)= So - a(t)

Proprietati
1. S(So, 0) = So;
2. 2.5(0,t)=0;
3. 3. valoarea finala este functie continua si crescatoare in raport cu timpul;
4. BGY_mys1 s BGb g myso

oS, oS,

Definitia 3 (definitia matematica a dobanzii)

Dobanda corespunzatoare plasarii sumei de bani So pe durata de timp t este diferenta dintre
valoarea finala si suma initiala So.

Apare evident; D: [0,00)2 — [0, )  [D(So, t) = S(So, t) — Sq @

sau, echivalent D(So, t)= So- [a(t)-1].

Definitia 4
Daca t=1 an si So = 100 unitati monetare, atunci dobanda corespunzatoare se numeste procent
si se noteaza cu p, iar daca t = 1 an si So= 1 u.m., atunci dobanda corespunzitoare se numeste

dobanda unitard anuala (rata efectiva a dobanzii) si se noteaza cu i.

Avem: i= (1) - a(0) = a(1)-1. Rezulta intotdeauna relatia: |p = 1001 |.

Definitia 5
Factorul de fructificare este cantitatea: u=oa(l)=1+i.

Definitia 6
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Functia de actualizare (reducere) este inversa functiei de acumulare, adica Ofl(t). Obtinem:

S, =S, -a(t).
Definitia 7
Factorul de actualizare este expresia functiei de actualizare pentru t=1 an.
1 1
Astfel: a*(1)=—===v.
1+1 u
3. Dobanda simpla

Definitia 8

Daca pe intreaga durata de plasare t valoarea considerata in calcul a sumei So nu se modifica,
vom spune c¢a avem un proces de dobanda simpla sau ca plasarea sumei So s-a efectuat in regim
de dobanda simpla.

Ipotezele unui proces de dobanda simpla sunt prezentate in varianta urmatoare: suma So este
plasata pe durata de timp t in regim de dobanda simpla cu procentul anual p (sau cu dobanda
unitarda p=1001).

Atunci, dobanda simpla corespunzatoare este data de:

Ds: [0,00)2 —> [O, OO)
DS(SO,t):SO-i-t:SO-%-t, [t] = ani

Pot fi deduse prin calcul urmatoarele marimi numite si elemente ale dobanzii simple:
a) expresia matematica a functiei de acumulare in cazul dobanzii simple este:
a(t)=1+it
Suma revenita St = S(So, t) este data de relatia: S(So,t)=So- (L+i-1t)=S
b) suma initiald sau valoarea actuala So este data de relatia:

S(S,,1) -
So=——>—== S, -a'(t).
° 1+t t ®

Deci, a'(t)= este functia de actualizare pentru dobanda simpla.

@+i-t)
Rezulta ca putem scrie:
Suma finald = suma initiala x factor de fructificare si

Suma initiala = suma finala x factor de actualizare.
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C) procentul de plasare p si dobanda wunitard 1 sunt date de relatia:

(_S(S5,0-S; _ D.(So.) ’ > _i.100 = 562 0= 100
S, -t S, -t S, -t

d) durata de plasare t sau scadenta operatiunii este data de relatia:
~S(5p,1) =S, S(S,.1)-S
So x So P

t °.100

Exercitiu propus

O persoana creeaza un depozit de valoare nominala So = 1.050.000 lei.

Pentru pastrarea acestui depozit, persoana plateste firmei respective, in avans, un comision de
1,5% lunar.

Durata prevazuta a depozitului este de 7 saptamani.

Sa se determine valoarea comisionului platit firmei de catre deponent.

4. Problema echivalirii procentelor exprimate in unititi de timp diferite

Presupunem cunoscut procentul nominal anual p; ne propunem sa determinam procentul

nominal lunar corespunzator q.

Astfel:
> depozitul Sp, cu procentul anual “p” peste 1 an, devine: S, =S -(1+ 1'%)
depozitul S, cu procentul lunar “q”, peste 1 an devine: s, =S, .(1+1§7g
>
Din conditia S1 = Sy, se deduce - P
12
5. Scadenta comuna si scadenta medie
Fie S1, S2, ..., Sh mai multe sume plasate in regim de dobanda simpla pe duratele t, to, ..., tn

cu acelasi procent p.
Presupunand ca inlocuim aceste sume si durate printr-o suma unica S si o durata unica t, astfel incat
suma dobénzilor aduse de S1, So, ..., Sn sa fie egala cu dobanda adusa de S pe durata t cu acelasi

procent p, avem:
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Sl-pt1+82-pt2 +_“+Sn'ptn :S~pt
100 100 100 100

Ultima ecuatie contine doua necunoscute S si t.

In cazul in care se cunoaste S, putem determina durata t, numitd scadentd comuna:

s . Zn:Siti
Dacd S$=§,+S,+..+5, =) S obtinem: o i

i=1 ZSI

Aceasta durata se numeste scadenta medie.
6. Procent mediu de depunere

Fie sumele S1, So, ..., Sn plasate pe duratele ty, to, ..., ta cu procentele ps, p2, ..., pn.
Dorim sa determinam procentul mediu p pentru care aceste sume plasate pe aceleasi durate sa

dea aceeasi dobanda totala.
n

LS pt &S pt S,pt
A [ — | | 171 —
vem Z 100 Z 100 Z 100 pz 100

i=1 i=1

/El
Z T 100

Zsit

1 100

Exercitiu de autoevaluare

Sa se calculeze procentul mediu de depunere pentru sumele:
- 5 mil. lei cu 4% pe timp de 45 zile;

- 2mil. lei cu 5% pe timp de 30 zile;

- 25 mil. lei cu 2% pe timp de 100 zile.

Solutie: 2,22 %
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7. Dobanda compusa

Definitia 9
Daca valoarea luata in calcul a sumei plasate So se modifica periodic pe durata de timp t dupa
0 anumita regula, iar intre doud modificari consecutive sumei modificate 1 se aplica o dobanda

simpla, atunci spunem ca avem un proces de dobanda compusa.

8. Sume incadrate intr-un proces de dobanda compusa

In calculele dobanzii compuse se foloseste de obicei dobanda unitara i (i = %) si nu aceea

adusa de 100 u.m. ca la dobanda simpla.

In cazul general, problema se prezinta astfel:

- se cunoaste durata unei perioade de timp (perioada de fructificare);
- se cunoaste procentul nominal “p” de dobanda;

- se cunoaste valoarea nominala So a depozitului;

- numarul t de perioade.

Notam: S(So, t) = St - valoarea finald sau suma disponibild dupa t perioade j - P = dobéanda

100
unitard (corespunzatoare unei perioade).
Atunci:
- la sfarsitul perioadei 1, valoarea depozitului devine: S, =S,(1+ %) =S, (1+i)

- la sfarsitul perioadei 2, valoarea depozitului devine:

P P2 2
S, =5, 1+—)=S,1+—)" =S, (1+1i
o =8, 25) =Sy (L 175)" =S, (1+1)

- la sfarsitul perioadei “t”, valoarea depozitului devine:

S, =SH(1+%)=SO(1+%)‘ =S, @+i) (*)

Functia de acumulare in cazul plasamentelor in regim de dobanda compusa este:
a(t)=1+i),t>0.
Factorul de fructificare este 1+i = u.

In tabelele financiare se giseste calculat u' pentru diferite procente (unitatea de timp este

. o A e t
considerata anul). In aceste conditii, avem: S, =S, -U
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Dobénda compusi va fi: D, (S,,t)=D, =S, =S, =S,(u' -1)

Daca perioada t nu este un numar intreg, sunt posibile doua solutii:

a) se foloseste formula generala (*) pentru partea intreaga si se aplica dobanda simpla pentru
partea fractionara.

Aceasta solutie se numeste solutie rationals;

b) formula (*) stabilita pentru t intreg, se aplica si in cazul cand t este fractionar. Aceasta este
solutie comerciala.

a) Solutia rationala

Fie t« = numarul de parti ale anului impartit in k diviziuni.
y t,
Notam: t=n +?

Dupa n ani, valoarea finala obtinuta prin plasarea sumei initiale So va fi:

Sn= So(1+i)".
Dobanda simpld produsd de suma Sy in timpul fractiunii x a anului (cu dobanda unitara i) va
k
fi:
t, Lt . IS
S, -|.?:SO(1+|) -|-?:> S, :Sn+E =S,(@+1)" +S,A+1) '|-?
k
I
S =S =S,(1+1) (1+|-?)
A = . tk \n H tk
Dobanda corespunzatoare va fi: D.| Sy;n +? =S, (1+ I) 1+ Ir -1].

Definitia 10
Doua procente corespunzatoare la perioade de timp diferite sunt proportionale daca raportul lor

este egal cu raportul perioadelor respective de fructificare.

Exemplu

Procent anual 60%; procent semestrial 30%; procent trimestrial 15%; procent lunar 5%.

Observatie.

In regim cu dobanda simpla, doud procente proportionale conduc la o suma de aceeasi valoare

finala.
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Evident, nu aceeasi este situatia in cazul dobanzii compuse, cand valoarea finala creste daca se
calculeaza pe aceeasi perioada, dar fractionata.

Astfel, cu dobanda unitara anuala ia, valoarea dobandita de 1 u.m. la sfarsitul anului va fi 1+ia.
Cu dobanda unitara semestriala j = la , valoarea dobandita de 1 u.m. la sfarsitul anului cu o
2

. [ il .
dobanda compusa va fi: @+i)? =1+ ?a)z =1+i, +i) 1+i,

N

Deci, folosind procentele proportionale, observam ca dobanda calculata semestrial este cu !

~|

mai mare decat dobanda calculata cu procentul anual.
Definitia 11

Doua procente corespunzatoare la perioade de fructificare diferite sunt echivalente daca pentru
o0 aceeasi durata de plasament, ele conduc la o aceeasi valoare finala.

In general, pentru dobanda unitara ik corespunzitoare fractiunii 1 a anului, echivalenta este
k

data de relatia: 1+i=(+i)"

Rezultd: 1+0, = (L+0)2,  L+i,= (i) L+iy, = Q+i)2, 1+i, = (L+i) 2.

b) Solutie comerciala

Pentru a extinde formula generala a dobanzii compuse 1n cazul cand t este fractionar, folosim

procentele echivalente.

Consideram: t=n +E In n ani, suma initial plasata So devine: S =S (1+i)"

Pe o fractiune k a anului, 1 u.m. devine 1-+ik, iar pe t fractiuni el devine (1+ik)*.

=5, =8, L1, =S i =8 L4V ) =50
N+

Rezulta astfel: S, =S,(1+i)  (11)

Observatie.

ty ty .
Valoarea (1+1) %o u e se gaseste 1n tabelele financiare.

S-a observat ca atunci cand calculul dobanzii se face pe fractiuni de an, dobanda adusa pana la

sfarsitul anului (calculata cu procentul anual) diferd de aceea calculata pe fractiuni de an.

64



Exercitiu
Presupunand ca am plasat suma de 10.000$ cu procentul de 8%, sa se efectueze calculul
dobanzii de doua ori pe an.

Observatie

Notam:100 ix = procentul efectiv si 100 jx = procentul nominal (k reprezinta numarul de
subperioade in care este Tmpartit anul)
jk = dobanda unitara anuala nominala

ik = dobanda unitard anuali efectiva.

Avem: j, =k-i, < i, :ka

1+i=@1+i)" = 1+i=(1+1?k)k = i=(1+1?k)k -1

1 1
k k

1+j?k:(1+i) i =k[L+D) -1 (12)

Cu aceste formule putem trece de la dobanda unitara efectiva la cea nominala si invers.

Intre cele doud dobanzi exista relatia j < 1.
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UNITATEA DE iNVATARE 11
INFLATIE SI DEVALORIZARE

RAMBURSAREA TMPRUMUTURILOR

[ Obiectivele lectiei
E {

e  Definirea conceptelor de inflatie si devalorizare
e Introducerea notiunilor de factor de fructificare aparent

e  Enuntarea principalelor rezultate

Continutul lectiei

Inflatie.

Devalorizare

Rambursarea imprumuturilor

Rambursarea prin anuitdti temporare imediate
Enuntarea principalelor rezultate

Exemplu

1.
2.
3.
4.
S.
6.
7.

Bibliografie

Inflatie. Devalorizare.

Definitia 12 Inflatia este fenomenul general de ajustare, pe cale monetara, a tensiunilor
existente intr-un ansamblu socio-economic caracterizat prin cresterea nivelului general al

preturilor si deprecierea monedei'“.
Evident, inflatia reprezinta pierderea puterii de cumparare in timp.

Definitia 13 Devalorizarea inseamna modificarea voluntara a paritatii unei monede. Prin
aceasta se diminueaza valoarea-aur a unitatii monetare, deci se modifica valoarea sa de schimb

cu alte monede.

14 Butescu V: Matematici financiare, Ed. Lucman, 2000.
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Definitia 14 Deprecierea inscamna constatarea unei pierderi de valoare a unei monede afectata
pe plan intern de inflatie si pe plan extern de deteriorarea termenilor de schimb in legatura cu

un dezechilibru pronuntat si de durata al balantei de plati.
Observatie Devalorizarea nu trebuie confundatd cu deprecierea monedei.

Rata dobanzii (dobanda unitard anuald) cand este eliminata inflatia este numita adesea rata

reald a dobanzii si este notata i.

Definitia 15 Dat fiind procentul anual de devalorizare 100 r, numim r coeficientul anual

unitar de devalorizare (rata medie a inflatiei).

Observatie.
Fara devalorizare Tn conditii de devalorizare
lum. lan 1+ium. 1+i
— lum. lan ——um.
- 1+r

Comparand r si 1 constatdm ca:

- daca r <i atunci existd un castig;
- dacd r =1 atunci castigul este nul;
- dacd r > 1 atunci plasamentul se face in pierdere.

Pentru plasamente Tn regim de dobanda compusa, functia de acumulare devine:

- a(t)= (L+i)' daca nu exista devalorizare;

1+i)
- a(t): [ﬁj daca exista devalorizare.
+

Definitia 16 Cand coeficientul r este cunoscut si se

foloseste in mod corespunzitor pentru a impiedica deprecierea sau pierderea de valoare a
monedei , atunci are loc o devalorizare controlata si 1+r devine factor de compensare a
devalorizirii. In cazul devalorizirii controlate se opereaza cu procent anual aparent,

impunandu-se relatia: 1 u.m. 1an 1+j=(1+i)(1+r) u.m.
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Definitia 17 Factorul de fructificare aparent este 1+j=(1+i)(1+r), iar j=i+r+ir este dobanda

unitara anuala aparenta.

In conditii de devalorizare controlatd, in regim de dobanda compusa, functia de acumulare

devine:
a(t)=@+i) @+r) =@+j).
Concluzie
Scenariu Nu exista Exista devalorizare Existd devalorizare
Functie devalorizare necontrolata controlati

a(t)

@+i)

)
1+r

@+i)@+r)

a(t)

@+i)"

1+i)"
1+

@+iy @+r)"

S,(L+i)

So(l+i) (@+r)

N
so(ﬂ)
1+

Rambursarea imprumuturilor

Definitia 36 In sens general, se numeste Tmprumut o operatiune financiard prin care un
partener P1 plaseaza o suma de bani de care el dispune, la un moment dat, pe o perioada de
timp si in anumite conditii, unui alt partener P, de care acesta are nevoie. De obicei, partenerul
P1 este numit creditor, iar partenerul P2 se numeste debitor.

Operatiunea prin care partenerul P, plateste partenerului P1 suma de care a beneficiat se
numeste rambursare sau amortizare a imprumutului. Dacd imprumutul nu se mai inapoiaza
partial sau total atunci el se numeste partial sau total nerambursabil.

Astfel imprumutul este o operatiune financiara cu 2 componente: creditarea si rambursarea.
Practic, aceste componente reprezinta operatiuni de plati esalonate, ceea ce conduce la

utilizarea tuturor conceptelor si rezultatelor din capitolul precedent. Mai mult, clasificarea
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platilor esalonate conduce la 0 anumita clasificare a imprumuturilor in raport cu diversele
modalitati de creditare si rambursare.

Deoarece creditarea si rambursarea nu sunt concomitente, evident valorile finale
corespunzatoare diferd. Singurul element comun celor doua componente 1l reprezinta valoarea
actuala a rambursarii (adica valoarea imprumutatd, evaluatd la inceputul rambursarii) care
coincide cu valoarea finala a creditarii.

In sistemul clasic, rambursarea unui imprumut consta in plata, la intervale egale sau nu, care
reprezinta parti din suma Tmprumutata, la care se adauga dobanda asupra sumei neachitate la
inceputul perioadei la care se face plata, calculatd cu procente egale sau nu de la o perioada
de timp la alta.

Definitia 37 Sumele rambursate anual care au rolul de a amortiza treptat suma imprumutata
se numesc amortismente.

Modalitatile de amortizare a sumelor imprumutate si ale dobanzilor aferente se stabilesc de
fiecare institutie creditoare.

Notatii:

Vo= suma imprumutata la momentul in care Incepe rambursarea (numita “valoare nominala”
a Imprumutului (creditului) acordat);

t= perioada de timp n care se face rambursarea;

n = numarul perioadelor de timp pe care se face imprumutul (considerate egale: ani, semestre
etc.)

[Observatie: sfarsitul ultimei perioade reprezinta “scadenta” imprumutului]

t, = perioada de timp dintre doud plati consecutive;
I, = dobanda anuald unitara corespunzatoare per. de timp t, ;

- in perioada “k” vom nota prin:

Q«k = plata efectuata in contul imprumutului care se realizeaza la un anumit moment din

n
intervalul de timp t, , numitd amortisment si care satisface relatia ZQk =V,;
k=1

dk = dobanda totala corespunzatoare datoriei ramase la un moment dat din intervalul t, ;
S, = suma efectiva platita in perioada t, sau rata corespunzatoare t, , determinata astfel:

S, =Q, +d,, vk=1,n;

k
V, = valoarea datoriei ramase dupa achitarea amortismentului Q,, adica V, =V, — Z Q.:;
i=1
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R, = valoarea datoriei rambursate dupa achitarea amortismentului Q, . Au loc relatiile:
k

V,=0,V,;=Q,.R, =>Q; V, =R, V, +R, =V,
i=1

Rambursarea prin anuitati temporare imediate

Definitia 38 Spunem cad rambursarea se efectueaza

prin anuitati temporare imediate, daca platile corespunzatoare se fac in urmatoarele conditii:
- anual, posticipat sau anticipat;

- intr-un numar de ani bine precizat;

- prin sume egale sau nu de la un an la altul;

- imediat ce s-a fixat inceperea rambursarii;

- cu procente egale sau nu de la un an la altul.

Consideram: S(dk ), A(dk ), k=1,n - valoarea finala, respectiv valoarea actuala a dobanzii d,
S(D), A(D) — costul imprumutului suportat de debitor, evaluat la sfarsitul ultimului an de
plata si respectiv, la inceputul primului an de plata.

Au loc egalitatile:

care aratd cd suma tuturor dobdnzilor actualizate la un moment dat este egala cu costul

Tmprumutului la momentul respectiv.

Procedeul de amortizare poate fi sintetizat sub aspect informational prin tabelul de mai jos,
denumit tablou de amortizare, ordinea de prezentare a elementelor tabloului nefiind

semnificativa.

Acest tablou este valabil oricare ar fi legea de anuitati pentru care nu s-a formulat nici o ipoteza.
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Per | Valoarea imprumutului | Amortismentul | Dobanda pe datoria | Rata din Tmprumut Valoarea
t, la inceputul perioadeit, in perioadat, | ramasi lainceputul | perioadat, rambursat la Tmprumutului
V,,) (Qx) perioadeit, (dk) (S,) sfarsitul perioadei | la finele perioadeit,
b (Vi)
(Ry)
t, V, Q1 di S, =Q,+d; R,=Q, V=V,-R,
L, Vi Q2 dz §,=0Q,+, R,=Q+Q, V=V, -R,
t, vV, Qk dk S, =Q,+d, Rk:iQi V,=V,-R,
i=1
t, vV, Qn dn S,=Q,+0, R,=V, V. =V,-R, =0
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Propozitia 7 Daca amortizarea se efectueaza prin anuitati temporare imediate, cu plati

anticipate si dobanda anticipata, cu acelasi procent anual p=100i si cu:

@-i)
1-@1-i)

a) anuititi egale, adici Sk=S, VYk=1,n , atunci au loc egalititile: Q, = V,i

: — : e V
b) amortismente egale, Q«=Q, Vk=1,n , atunci au loc egalititile: Q, =—2

n

V,
S, =

T°[1+i(n—k)]

Propozitia 8 Dacad amortizarea se efectueazd prin anuitdti temporare imediate, cu plati
posticipate si dobanda posticipata, cu acelasi procent anual p=100i si cu:
a) anuitati egale, adica Sk=S, VK =ﬁ , atunci au loc

L+i)* Ly (@) Ly, @i =)
) ) T )

egalitatile: Q, = Vi

. — V,
b) amortismente egale, Qk=Q, Yk =1,n, atunci au loc egalititile: Q. = TO
S, =Y fivin-k+1)] V. =2(n—k).
n n
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UNITATEA DE iNVATARE 12
FUNCTII DE PRODUCTIE

Obiectivele lectiei

e  Explicarea notiunilor

e  Enuntarea principalelor rezultate

e  Prezentarea unor exemple si contraexemple clasice

. Crearea abilitatilor de rationament deductiv

Continutul lectiei

Interpretarea economica a derivatei partiale
Functia de productie Cobb-Douglas

Test de autoevaluare

Indicatori economici

Aplicatii propuse

1.
2.
3.
4.
5.
6.

Interpretarea economica a derivatei partiale

Bibliografia

Analiza economica foloseste curent functii de mai multe variabile si in raport

cu specificul analizei, multimea acestor functii se clasifica in:

La producator La consumator
- functii de productie - functii de consum
- functii de oferta - functii de cerere
- functii de cost - functii de venit

Pentru functiile de productie y = F(x,...,X,), unde x,,...,x, sunt factori utilizati, derivatele

oF (x)

Xi

partiale comensureaza eficienta utilizarii unei unitdti suplimentare din factorul X;

(cand ceilalti factori raman neschimbati) si se numesc randamente marginale.
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Functia de productie Cobb-Douglas

Functia Cobb - Douglas este folositd atit in microeconomie, cat si in macroeconomie i este
inruditd si cu functia de productie din managementul productiei care reprezintd o functie
speciala a functiei de productie CES. Aceasta functie a fost dezvoltata de economistii americani

Paul Douglas si Charles Cobb 1n anul 1928.
y=c]]=x¥

Forma generala a functiei Cobb-Douglas este: cu ¢, ai > 0, unde c este
parametrul de nivel care poate lipsi in cazul unei normari adecvate, iar a;j sunt elasticitatile

partiale ale lui y respectiv Xi.

Functia este omogena de gradul Z a;,
Functia Cobb-Douglas poate fi utilizatd ca si functie de utilitate, dar si ca si functie de

productie®.

Exemplu

S-a determinat functia de productie y = F(K, L) = AK*LP pentru o firma. Din datele statistice

se stie ca @ = #=0,5 si in anul de baza productia firmei a fost de y, =800 milioane u.m. la
o dotare cu factori K, =1miliard u.m. si L, = 2000 persoane (forta de munca). Determinati

efectul cresterii cu 1,5 milioane u.m. a volumului capitalului i cu doud persoane, a nivelului

fortei de munca.

Solutie: Se constata ca sporul factorilor AK = 0,0015 (mld. u.m.) si AL = 0,002 (mii persoane)
reprezintd modificari mici in raport cu nivelul lor, deci se poate studia efectul acestor modificari

cu ajutorul diferentialei:

oF oF
dy = o~ dK + 5 dL = PF(Ko, Lo) -

d
TR )

dL

oF (K,,L,) oF

VF(KO,LO)Z[ oK ’E(KO'LO)Jz(A“Koa_l'LoﬁvA:B'Koa 'Loﬂ_l)

15 Paul Douglas, Richard Cobb: ,,A Theory of Production” in American Review, Vol. 18 (1928), Papers and
roceedings, pag. 139-165
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Cum a = =05 se determind A= Y 0,4\/5.

VKoby
Ko=1 mld u.m.; Lo=2 mii persoane = Vf(1,2) = (0,2 V2 4/2;0,24/2 - %) = (0,4;0,2)

Atunci sporul de productie va fi

0,0015
0,002

dy = (0,4;0,2)- GEJ = (0,4;0,2)-[

j = 0,001 mid u.m.

Deci un spor de 1 mil. u.m.

Test de autoevaluare

1. Fie F(K,L) = AK“L”.
Cercetati daca F este functie omogena si,in caz afirmativ, precizati gradul de omogenitate.

2. S-a determinat functia de productie y = f (K, L) = AK“L” pentru o firma.

Din datele statistice se stie ca = =05 si In anul de baza productia firmei a fost de

Y, =800 milioane u.m. la o dotare cu factori K; =1miliard leisi L, = 2000 persoane (forta de

muncd). Determinati efectul cresterii cu 1,5 milioane u.m. a volumului capitalului si cu doua

persoane, a nivelului fortei de munca.

Fie y = KK—L,li , functia de productie pentru o firma , in care K este volumul capitalului fix.
oK +

si L este volumul fortei de munca.

a. Cercetati in functie de a si  gradul de omogenitate al functiei de productie si verificati cele

doua proprietati Euler pentru functii omogene.

a. Daca In anul de bazad t = 0 cifra de afaceri a firmei a fost y,= 5mld.u.m. , determinati

parametrul f, stiind ca a =1.

b. Proiectati evolutia productiei pentru a si f gasite la punctul a) pe o perioada de 3ani, in

urmatoarele scenarii:

C1) creste capitalul firmei cu un ritm mediu anual de 10 % si forta de munca cu un ritm

mediu de 5 %:;

C2) creste capitalul fix si forta de munca cu acelasi ritm , 10 %.
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Sa se determine punctele de optim daca exista.

Raspunsuri
l.da, m=a+p
Observatie.

Deci functia de productie Cobb-Douglas are gradul de omogenitate m =« + £ [sau, in cazul
general, m=>ail.

2.: un spor de 1 mil u.m.
3.a.da, m-1
Indicatori economici

Consideram o functie de productie de tip Cobb-Douglas F(K, L), unde K este capitalul, iar L

este forta de munca.

Expresiile analitice ale indicatorilor marginali pentru o functie

. . oF (K, L)
- productivitatea marginala a muncii: n.= T .
- randamentul marginal al capitalului: 7, = %

Productivitatea marginala a fiecaruia dintre factorii de productie (K, L) este sporul de productie
care se obtine prin utilizarea unei unitdfi suplimentare din factorul de productie respectiv,

cantitatea folosita din celalalt factor ramanand neschimbata.
Expresiile analitice ale indicatorilor medii.

- productivitatea medie a muncii: 7, = FK,L) (T_' L)

_F(K,L)

- randamentul mediu al capitalului: 7, ”

Corelatia dintre indicatorii marginali si indicatorii medii:
mo=anl st =B

Interpretarea economica: Productivitdfile marginale ale factorilor sunt proportionale cu

patratul productivitatii medii ale factorilor la aceasta firma. Mai mult, in conditii de optim,
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pe piata concurentei perfecte, 77, si 77, sunt proportionale cu salariul nominal real, respective

cu costul real unitar al capitalului, coeficientul de proportionalitate fiind multiplicatorul

Lagrange A.

Deci, 1n conditii de optim, salariul nominal real este proportional cu patratul productivitagii
muncii, analog costul unitar real al profitului trebuie sd fie proportional cu patratul

randamentului mediu al capitalului.

A doua forma de exprimare analitica se poate face in raport cu indicatorul de Tnzestrare

tehnica a muncii [k = %)

Se poate evidentia dependenta productivitatii marginale de efortul de Inzestrare tehnica k .
Indicatorii de elasticitate.

Elasticitatea unui fenomen economic F in raport de o variabild independentd X indica

numarul de procente cu care se modifica F ca reactie la modificarea lui X cu un procent.

Elasticitatea productiei in raport cu factorul L este:  E, = A—FF : A—LL
N . oF F
sau, Tn cazul continuu: E.=—:!—
oL L
. oF F
Analog gasim: Ex=—1—.
g8 KT2K K

Expresiile analitice ale indicatorilor de elasticitate: E, = U E( = 'S
Un Tk

Astfel, elasticitatea reflecta raportul intre randamentele lor medii.

Deci elasticitatile productiei in raport cu cei doi factori sunt proportionale cu randamentele

medii ale acestor factori (pentru firma cercetata).

Indicatorii de elasticitate in raport cu inzestrarea tehnica (k ), verifica proprietatea:

E +E, =1
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Aplicatii propuse

1. Determinati parametrii functiei de productie Cobb-Douglas, astfel incat sa fie functie
omogena de grad 1.

2. Fie y = AK“L” functia de productie pentru o firma, cu & = £=05.

3. Studiati in functie de « si £ gradul de omogenitate al functiei de productie si verificati
cele doud proprietati Euler pentru functii omogene.

4. Productia anuala a unei firme este descrisa prin functia de productie y=F(K,L,M), unde K
(volumul capitalului fix (mil. lei)), L (volumul fortei de munca (persoane)), iar M (volumul
consumului de materii prime si energie) este proportional cu volumul productiei, M=mY.
Sa se determine conditiile necesare si suficiente in care firma 1si maximizeaza profitul anual
brut, cunoscand costul unitar al factorilor: ci= costul amortizarilor unitatii de capital fix,
Co= salariul mediu anual pe o persoana angajata a firmei.

5. Calculati matricea hessiand pentru functia de productie de tip Cobb-Douglas cu trei
variabile K, L, M.

6. Aceeasi problema, cand functia de productie identificata este de tip:

a. SATO,cu®=Lp=2.
b. Allen, cu®=00%5=002p=05.

c. CES,cu®=05/=05p=05
7. Scrieti diferentialele de ordin 2 ale functiilor de productie in punctul Ko si Lo si precizati
natura formelor patratice obtinute.

Pentru functiile de productie de tip Cobb-Douglas
i.  F(K,L)= AK“L”.

KL

a. studiati omogenitatea
b. in caz afirmativ precizati gradul de omogenitate si verificati proprietatile Euler
c. calculati indicatorii marginali, medii, de elasticitate si determinati realtia dintre ei.

Solutie:

a) F(AK, AL) = A(AK)*(AL)? = AX*PK“L’ = 2**f .F(K,L) = F este omogeni de grad

m=a+p.
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Observatie. Deci functia de productie Cobb-Douglas are gradul de omogenitate m = a +

[sau, in cazul general, m=>"ai ].

12.

13.

d)

Fie Y =F(K.L)

Determinati parametrii functiilor de productie Cobb-Douglas, CES, SATO si ALLEN,
astfel Incat sa fie functii omogene de grad 1.
Verficati identitatile Euler pentru fiecare functie si calculati indicatorii marginali, medii, de

elasticitate si stabiliti realtia dintre ei.

o functie de productie omogena de grad 1. Se cere:

N . . - . K
Y in functie de inzestrarea tehnica a muncii kK = —

Sa se exprime randamentele marginale in functia de k.

Aplicatie pentru functiile de la exercitiul 2

. Consideram functia de productie cu trei factori Y =F(K,LE) , unde E= consumul de

energie al firmei. Scrieti diferentialele de ordin 1 si 2, cand functia este de tip Cobb-
Douglas, Y = AK“L"E?

Sa se determine conditiile necesare si suficiente in care firma 1si maximizeaza profitul anual
brut, cunoscand costul unitar al factorilor: c1= costul amortizarilor unitatii de capital fix,

c2= salariul mediu anual pe o persoand angajatd a firmei.

_ ay p 5
Aplicatie pentru functia de productie Cobb-Douglas y=AK"L'M . Interpretare

economica.

_ ,05,,0,6
Se considera functia de utilitate U(X’ y) =X"Y" unde x sl y reprezinta cantitatile

consumate de bunuri X si Y. Sa se arate ca:

curbele de indiferentd asociate acestei functii de utilitate sunt descrescatoare. Sunt ele
liniare, concave sau convexe?

Calculati utilitatile marginale ale bunurilor X s1Y.

Scrieti diferentiala functiei de utilitate. Deduceti expresia ratei marginale de substitutie

Tntre bunuri.

Fie y = L,BL' functia de productie pentru o firma , in care K este volumul
oK +

capitalului fix n valoare de 2 mld.u.m. si L este volumul fortei de munca de 1000 persoane.

¢) reprezentati grafic izocuantele corespunzatoare nivelului de activitate y,= 5 mld.u.m. s1 Y,

=10mld. u.m.
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e) Fie y = AK“L” functia de productie pentru o firma, cu o = §=0,5.
a) Stiind ca pentru un volum al fortei de munca de 1000 de persoane si un capital fizic de 40000
milioane u.m. s-a obtinut o productie yo=40000(mil.u.m.); determinati constanta A ; proiectati
evolutia productiei pe o perioada de 5 ani In urmatoarele scenarii:

V1) - creste capitalul firmei cu un ritm mediu anual de 10% si forta de munca cu un
ritm mediu de 5%.

V2) — creste capitalul fix si forta de munca cu acelasi ritm, 10%.
b) Reprezentati grafic izocuantele corespunzatoare nivelului yo=40000 si y1=60000 (mil.
u.m.).
¢) Formulati modelul matematic de fundamentare a deciziei optime :

1) pentru maximizarea cifrei de afaceri, cand bugetul disponibil este B=19000 (mil.

u.m.) costurile cu factorii fiind: salariul nominal lunar S_ = 1L,4mil .u.m. , costul de

oportunitate a capitalului c=0,1 (adica 10% din valoarea capitalului).

2) pentru minimizarea costurilor, cand se urmareste obtinerea unei productii y=50 mld.
u.m., cu aceleasi costuri de la 1)

3) pentru maximizarea profitului brut obtinut de o firma.
d) In fiecare caz de la punctul d) scrieti conditiile necesare de optim si determinati optimul,
verificand prin conditia de ordin 2, natura acestuia.

14. Consideram un consumator avand functia de utilitate U=U(x1,x2),

— yayhB e . - . A .
U=x%, ,unde x1, x2 sunt cantitatile din cele doua bunuri luate in considerare.

a=0’5 IBZO,5

de forma:

Presupunem ca
a) Determinati curbele de indiferenta, corespunzatoare valorilor U=1, U=2.
b) Determinati indicatorii marginali de elasticitate si de substitutie si precizati natura
c) Formulati modelul matematic de maximizare a utilitatii, sub restrictie bugetara, venitul
consumatorului fiind V si preturile celor doua bunuri p1 si p2. Scrieti condifiile necesare de
optim si verificati conditiile de ordinul 2. Discutie dupa o si f.
Aplicatie numerica V=15 milioane lei; P1=200.000lei; p.=500.000lei.
c) Verificati ca punctul de optim gasit este punctul de tangentd intre una din curbele de
indiferenta (corespunzatoare utilitatii maxime, U=Umax) si dreapta bugetului consumatorului:

plx1+p2x2=V.
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UNITATEA DE iNVATARE 13

APLICATII ECONOMICO-FINANCIARE

Obiectivele lectiei:

e Definirea notiunii de ecuatie diferentiala

o Cunoasterea domeniilor ei de aplicabilitate

e Recunoasterea si studiul diferitelor tipuri de ecuatii diferentiale
« Intelegerea notiunilor de solutie generala si particulara

e Abordarea si rezolvarea unor probleme economico-financiare

Continutul lectiei:

Ecuatii diferentiale de ordinul i
Introducere
Exemple

Solutiile ecuatiilor diferentiale

1.
2.
3.
4.
S.

Aplicatie in economie a Teoriei probabilitatilor, utilizand distributia variabilelor
aleatoare

Exemplu rezolvat

Tema propusa

Indicatii si raspunsuri

© © N o

Bibliografia (referinte)

Ecuatii diferentiale de ordinul |

1. Introducere

Importanta teoriei ecuatiilor si sistemelor diferentiale rezida in vasta aplicabilitate din domeniul
tehnic (de exemplu in fizica, mecanica, in studiul circuitelor electrice, al oscilatiilor si al teoriei
comenzii automate), din domeniul economic (studiul dinamicii cererii si ofertei in economia

de piatd), al celorlalte stiinte: chimie, biologie, si chiar in domeniul social (demografie) etc.
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Definitia 1.
Se numeste ecuatie diferentiala o relatie intre o variabila independenta x, functia cautata
y =y(x) si derivatele sale y’, y”’, ..., y,de forma F (x, y’, y”’, ..., y™) = 0.
Daca functia cautatd y = y (x) este o functie de o singurd variabila x, ecuatia diferentiald se

numeste ordinara.

Exemple

1. Modelarea dinamica a cererii si ofertei in economia de piatd intr-un scenariu ideal, adica al

unei economii echilibrate in care se considera ca in fiecare moment piata determind pretul

produsului astfel incat cererea absoarbe exact cantitatea oferita (nici un producator nu ramane

cu productia nevanduta si niciun consumator nu este lasat cu cererea nesatisfacuta):
C(®)=0(), D

cu conditia cunoasterii pretului initial al produsului.

Modelul matematic se compune din:

- pretul produsului la momentul t, p(t) ce reprezinta functia necunoscuta

- cererea ce depinde liniar de pret C (t) =a+ b p(t), unde a, be R

- oferta ce depinde liniar de pretul mediu O (t) = a1 + b1 pm(t), a1, b1e R.

Pretul mediu depinde de pretul produsului in perioada anterioard (intrucdt productia si in

consecinta aparitia pe piata sunt anterioare cererii):

Pm(t) = p(t) + ¢ p'(t), unde c este o constantd, iar p (t) reprezinti viteza de

variatie a pretului pentru un anumit moment de timp t.

Rezultd cd ofertaeste  O(t) = a1 + by (p(t) +cp'(t)).

Astfel, ecuatia (1) devine a+b p(t)=a1+b1(p(t)+c p'(t)).

2. Modelul Verhulst!® (cresterii limitate) pentru studiul cresterii venitului national.

3. Model pentru studiul eficacitatii reclamelor.

4. Model dinamic de crestere economica.

5.Modelul lui Malthus!’ (cresterii nelimitate) pentru studiul dinamicii populatiei.

6.Ecuatia unui model demografic dinamic.

18 Pierre Frangois, matematician si biolog belgian (1804-1849)
17 Thomas Robert, teoretician economic englez (1766 - 1834)
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Observatie
Existenta si unicitatea acestor modele dinamice este data de rezultatele teoremelor Teoriei

ecuatiilor diferentiale.

Definitia 2
Se numeste ordinul ecuatiei diferentiale, cel mai mare dintre ordinele derivatei care apare in

ecuatie.

3. Solutiile ecuatiilor diferentiale

Definitia 3
Se numeste solutie a unei ecuatii diferentiale de ordin n pe un interval (a ,b) o
functie y = ¢ (x) definitd pe acest interval cu derivatele sale pana la ordinal n si pentru care

substituind y = ¢ (x) in ecuatia diferentiala, aceasta devine o identitate in raport cu x din (a

b).

Definitia 4
Se numeste solutie particulard a unei ecuatii diferentiale, o solutie obtinuta din solutia generala

¢(x,c) pentru o valoare oarecare determinatd a constantei arbitrare c.

Aplicatie in economie a Teoriei probabilitatilor, utilizand distributia variabilelor
aleatoare
Exemplu rezolvat

1. i) Cererea unui produs pe piata este dependenta de pretul produsului in proportie de
40% si de saturatia pietei in proportie de 30%.

Notand cu X s1 Y variabilele aleatoare de a refuza sau accepta oferta unei firme din motive de
pret (x), respectiv de saturatie (Y) si notand cu “0” refuzul si “I” acceptarea, sa se scrie tabloul
distributiei vectorului (X,Y), considerand ca celelalte 2 variabile sunt independente.

Care este probabilitatea de acceptare a ofertei?
Care sunt distributiile marginale?

i1) Dar daca se considera ca decizia consumatorului este functie atat de pret cat si de stocul
detinut din bunul respectiv (deci cele doua variabile sunt dependente), care este distributia
vectorului (X,Y), stiind cd 1n aceleasi conditii de la 1), probabilitatea de acceptare pe piata
respectiva este 55%?
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Solutie.

Y
0 1 P(X=xi)

X

0 |012]| 028 04

1 [018 | 042 0,6
P(Y=y) | 0,3 | 07 1

Y
0 1 | P(X)
X

0 0,25 | 0,15 0,4

1 0,05 | 0,55 0,6

Py) | 0,3 | 0,7 1

In ambele cazuri distributiile marginale sunt:

0 1 0 1
X: (0,4 O,6> v (0,3 0,7)

care se completeaza din tabel.
Tn cazul
i) X 1Y sunt independente = p;; =p;q; Vi,

ii) nu se mai poate scrie relatia de independentd  p; =p;q; Vi,j , dar cunoscand
probabilitatea de acceptare p22=0,55 se obtin sistemele de ecuatii:

{pn +Pp = 0,4 ; {pu +Py = 0,6
Py + Py =03 P, +P, =07

adicd, sumele pe linii si coloane 1n tabloul vectorului (X,Y) din distributiile marginale se obtin

Paj.

Tema
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2. Din ofertele unei firme, 10% din produse sunt refuzate din motive de calitate si 20% din motive
de saturatie a pietei respective.
Considerand ca cele doua variabile aleatoare X si Y sunt independente, sa se scrie tabloul de
repartitiei al variabilei (X, Y) si sa se precizeze probabilitatea de acceptare a ofertei.
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UNITATEA DE INVATARE 14

SOFTWARE SPECIALIZAT PENTRU APLICATII ECONOMICO-FINANCIARE

i

2 Obiectivele lectiei:

e Definirea notiunilor si conceptelor fundamentale

o Cunoasterea si intelegerea principalelor functii excel

o Utilizarea aplicatiei de calcul tabelar

10.

Continutul lectiei:
Introducere in programul de calcul tabelar Excel
Notiuni si concepte fundamentale
Introducere

Operatiile de baza

Referintele celulelor

Formule de calcul Excel
Operatori de calcul

Exemple de functii

Aplicatii propuse

Bibliografia

INTRODUCERE TN PROGRAMUL DE CALCUL TABELAR EXCEL
Notiuni si concepte fundamentale
Introducere

Microsoft Excel este un program de calcul tabelar (,,spreadsheet”) si reprezinta un tip

special de software, folosit pentru organizarea si analiza datelor afigate sub forma unor tabele
de dimensiuni mari.

Programele de calcul tabelar au fost create ca simuldri computerizate ale foilor de lucru

din contabilitate, unde datele erau scrise pe hartie.

Programul Microsoft Excel, parte a pachetului Microsoft Office, este o aplicatie de tip

spreadsheet ceratd de firma Microsoft pentru sistemele de operare Windows si Mac OS X.
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Programul Excel dispune de instrumente avansate pentru efectuarea de calcule si pentru
realizarea de grafice sau de tabele pivot, precum si de alte caracteristici necesare prelucrarii
eficiente a unor cantitati mari de date.

La lansare, programul va crea si va deschide un fisier nou (“workbook™), care contine
implicit trei pagini de lucru (“worksheets”).

Salvarea si deschiderea fisierelor
Este recomandabil sd se salveze frecvent fisierul in lucru pentru a nu pierde accidental date.
Operatiile de baza - selectarea, copierea, mutarea si stergerea datelor

Pentru a copia sau a muta date pe o foaie de calcul sau intr-o alta pagina, in primul rand
trebuiesc selectate folosind mouse-ul - apasand butonul din stanga, iar apoi se trage cursorul
mouseului peste zona n care se afla celulele dorite, creand astfel un domeniu dreptunghiular
de selectie.

Culoarea celulelor selectate se va schimba, de obicei devenind albastre. Tn acest fel, un
ntreg grup de celule va fi selectat.

De asemenea, se poate selecta un domeniu de celule folosind tasta Shift - click pe o
celula, apoi Shift-click pe o alta celula. Astfel, zona dreptunghiulara care are aceste doua celule
drept colturi opuse va fi selectata.

Pentru copierea datelor din celulele domeniului anterior selectat se foloseste comanda
“Copy”, iar pentru mutarea lor, comanda “Cut”.

Astfel datele vor fi copiate in memoria clipboard, de unde vor fi extrase in vederea
reutilizarii lor.

Pentru a incheia operatia de copiere sau mutare a datelor, se foloseste comanda “Paste”
utilizata in prima celuld a noului domeniu sau in selectia intreagului domeniu.

Selectarea comenzilor “Copy”, “Cut” si “Paste” se poate realiza si direct din meniul
“Home” sau din meniul contextual (disponibil la click-dreapta pe zona selectatd).

O alta posibilitate este de a folosi comenzile rapide din taste, folosind scurtaturile
consacrate: ”Ctrl+C” pentru “Copy”, ”Ctrl+X” pentru “Cut” si Ctrl+V” pentru “Paste”.

O alta posibilitate de realizare a copierii/mutarii datelor este de a culisa (trage) datele
selectate ntr-o alta zona, pozitionand cursorul mouse-ului cu butonul sting apasat, pe marginea
domeniului de selectie si tragand datele in zona dorita.

Referintele celulelor
Tip referinta Exemplu Modificarea la extindere
Absoluta $AS$1 (coloana si linie absolute) $AS$1 (nu se modifica)
A$1 (coloana relativa si linie absolutd) B$1 (se incrementeaza coloana)
Mixta

$A1 (coloana absoluta si linie relativd) ~ $A2 (se incrementeaza linia)

Relativa Al (coloana si rand relativ) B2 (se incrementeaza)
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Formule de calcul Excel

In Excel, o formuli incepe intotdeauna cu semnul egal (=). Excel interpreteazi caracterele care
urmeaza semnului egal ca o formula.

Formula Excel este formata din una sau mai multe din urmatoarele elemente: operanzi
(elementele de calculat/prelucrat: date, constante si/sau referintele la celule), operatori,
referinte si/sau functii.

Utilizarea constantelor in formule Excel

O constantd este o valoare care nu se calculeaza, ci este invariantd la operatia de
extindere a formulei.

O expresie sau o valoare rezultata dintr-o expresie nu este o constanta.

Daca se utilizeaza constante intr-o formula in loc de referinte la celule, rezultatul se
modifica numai daci se modifica si formula. In general, se recomanda amplasarea in celule
individuale a constantelor, intrucat, la nevoie, se pot modifica cu usurinta.

Operatori de calcul

Operatorii specifica tipul de calcul efectuat asupra elementelor dintr-o formula.
Excel utilizeaza operatiile matematice, simbolurile si constantele consacrate.

Tipuri de operatori

Exista patru tipuri diferite de operatori de calcul:
1. aritmetici,
2. relationari (de comparare),
3. de concatenare (unire, alipire) a textului
4. de referintd
5. deatribuire

Operatori aritmetici

Pentru a efectua operatii aritmetice de baza, cum sunt adunarea, scaderea, inmultirea sau
impartirea, ridicarea la putere se folosesc urmatorii operatori aritmetici.

Operator aritmetic Operatie aritmetica
+ adunare
_ scadere
* inmultire
/ impartire Intreaga
procent
% .
impartire cu rest
N
ridicare la putere
**
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Operatori relationali

Operatorii relationari sau de comparare sunt utilizati pentru compararea a doua valori.
Rezultatul compardrii este una din valorile logice TRUE sau FALSE.

Operator relationar Semnificatie

(de comparare)

= egal

> mai mare

< mai mic

>= mai mare sau egal
<= mai mic sau egal
<> diferit

Operator de concatenare (unire) text

Operatorul & (ampersand) concateneaza unul sau mai multe siruri de text pentru a realiza
unul singur.

Operatori de referinta

Operatorii de referintd combina zone de celule pentru calcule cu urmatorii operatori.

Operator de referinta Rezultat
: (doud puncte) Definirea unui domeniu
. (punct) Combinarea referintelor multiple ntr-una singura
(spatiu) Realizarea unei referinta la celulele comune celor doua referinte

Ordinea operatiilor si prioritatea operatorilor in formulele Excel

Formulele calculeaza valori intr-o anumita ordine.

Excel calculeaza formula, conform ordinii operatiilor aritmetice.

Daca formula contine operatori de acelasi grad, Excel evalueaza operatorii de la stanga la
dreapta.

91



Utilizarea functiilor si a functiilor imbricate (compuse) in formule Excel

Functiile sunt formule predefinite care efectueaza calcule utilizand valori, stocate in variabile,
numite argumente, intr-o anumita ordine sau structura.
Functiile pot fi utilizate pentru efectuarea unor calcule simple sau complexe.

Sintaxa functiilor Excel

1. Structura. Orice functie incepe cu semnul egal (=), urmat de numele functiei care are unul
sau mai multe argumente separate printr-un separator predefinit (virguld sau punct si virguld),
cuprinse intr-o paranteza rotunda.

2. Numele functiei. Numele functiilor sunt cuvinte rezervate.

3. Argumente. Argumentele pot fi constante (hnumere sau valori text introduse direct intr-o
formuld), valori logice (TRUE sau FALSE), matrice, valori de eroare, referinte la celule,
formule sau alte functii.

4. Operatori
Tipurile functiilor Excel

La tastarea numelui functiei se afiseaza o caseta de dialog pentru definirea sintaxei si
a argumentelor.
Functiile foii de lucru sunt clasificate dupa functionalitatea lor.
e Functii de compatibilitate
Functii cub
Functii de baze de date
Functii de data si ora
Functii de inginerie
Functii financiare
Functii de informatii
Functii logice
Functii de cdutare si de referinta
Functii matematice si trigonometrice
Functii statistice
Functii text
Functii web

Exemple de functii

AVERAGE PEARSON
AVERAGEIF POISSON
DAY PRODUCT
COVAR PROPER

COVARIANCE.P | ROUNDDOWN
COVARIANCE.S | ROUND

AND ROUNDUP
DAYS ROW
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Aplicatii propuse

Pentru problemele abordate in curs, realizati abordare si calcul cu aplicatii computerizate de

AVERAGE SQRT
AVERAGE A STANDARDIZE
CORREL SUM
COUNT SUMIF
COUNTIF STDEV
F.TEST STDEV.P
DAYS360 STDEV.S
FALSE STDEVA
FORECAST STDEVP
FREQUENCY STDEVPA
GAUSS STEYX
GEOMEAN SUBSTITUTE
IF SUBTOTAL
MEDIAN TEST

MIN TIME

MAX TODAY
RANK TREND
MID TRUE
MINIFS TRUNC
NOT UPPER

OR YEAR

analiza a datelor (in cazurile unde identificati posibilitatea)

i >
¥ /]
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